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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы исследований. Возрастающий интерес к изучению 

динамического поведения пластин, опирающихся на вязкоупругое основание, 

обусловлен широким спектром применения решений данного класса задач для 

моделирования многих реальных инженерных приложений. Например, 

конструкция дорожного полотна или взлетно-посадочной полосы аэродромов 

часто состоит из железобетонных плит, что моделируется в виде пластины, 

лежащей на вязкоупругом основании, которое обеспечивает внешнее 

демпфирование и оказывает значительное влияние на динамические прогибы 

системы.  

При нелинейных колебаниях конструкций может возникнуть явление 

внутреннего резонанса, которое проявляется в перекачке энергии между модами 

колебаний с близкими значениями собственных частот. Устранение данного типа 

резонанса возможно только за счет изменения геометрических размеров 

конструкции или граничных условий опирания на стадии проектирования, в 

отличие от внешнего резонанса, появление которого можно избежать путем 

изменения частоты возмущающей гармонической силы или скорости нагрузки на 

стадии эксплуатации. Наложение внутреннего и внешнего резонансов в 

конструкции может привести к катастрофическим последствиям.  

В инженерной практике часто возникает задача определения различных 

динамических параметров пластинчатых конструкций на вязкоупругом основании 

в результате воздействия подвижных нагрузок. Влияние подобного вида внешних 

сил, таких как, например, давление шин автомобилей или шасси самолетов, 

напрямую зависит от скорости нагрузки. Движение современных автомобилей с 

высокими скоростями или самолётов при взлёте и посадке может приводить к 

возрастанию амплитуды колебаний пластинки за счет появления явления 

внешнего резонанса.  

Для описания демпфирующих свойств вязкоупругого основания в 

динамических контактных задачах твердых тел используется несколько 

реологических моделей, среди которых модель Кельвина-Фойгта, Максвелла, 
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стандартного линейного твердого тела. Как следует из экспериментальных 

данных, модель стандартного линейного твердого тела более пригодна для 

изучения физико-механических свойств вязкоупругих оснований, поскольку она 

способна описать и свойства ползучести, и свойства релаксации вязкоупругих 

материалов (грунтов), в то время как модель Кельвина-Фойгта непригодна для 

описания релаксации материалов и модель Максвелла не описывает явление 

ползучести. 

В недавней обзорной статье, посвященной анализу упругих и вязкоупругих 

оснований [283], замечено, что одним из будущих направлений развития 

механики грунтов является разработка новых моделей оснований с учетом 

нелинейности и демпфирования с помощью операторов дробного порядка. 

Действительно, в настоящее время широкое распространение получили модели 

вязкоупругих оснований типа Фусса-Винклера или Пастернака с дробной 

производной, поскольку дробное исчисление имеет важное значение при решении 

динамических контактных задач механики деформируемого твердого тела. 

Данной тематике посвящено большое количество научных трудов, обзор которых 

представлен в работах проф. Россихина Ю. А. и проф. Шитиковой М. В. [39, 41]. 

В механике грунтов модели с дробной производной продемонстрировали 

преимущества при описании наследственного поведения с длительной памятью 

[159].  

Степень разработанности темы исследования. Развитию моделей 

вязкоупругих материалов посвящены труды Ржаницына А.Р. [50], Ишлинского 

А.Ю. [18-20], Работнова А.Н. [47], Сорокина Е.С. [52], Максвелла Дж.К. [180], 

Кельвина [255, 256], Фойгта В. [258, 259], Зинера K. [14], Джеффриса Г [140, 141]. 

Одними из первых исследователей, которые построили модели 

вязкоупругости с дробными производными, были Мешков С.И. [34], Шермергор 

Т.Д. [58], Сaputo M. [86-88], Bagley R.L. и Torvik P.J. [74-77], Gemant A. [115-116], 

Watanabe S.W. [266] и другие ученые. Два пути развития теории линейной 

вязкоупругости на основе операторов дробного порядка описаны в 

ретроспективной статье Россихина Ю.А. [213]. 
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Различные модели упругих и вязкоупругих оснований были рассмотрены в 

работах Фусса Н.И. [56], Пастернака П.Л. [43], Филоненко – Бородича М.М. [55], 

Власова В.З. [5,6], Winkler E. [270], Zimmermann H. [302], Hetényi M. [130], 

Reissner E. [210] и других исследователей.  

Динамические контактные задачи пластин на вязкоупругом основании 

анализировали в своих трудах Ю.А. Россихин [217], М.В. Шитикова [60, 217], 

Dumir P. [99], Amalibi M. [68-70], Zhang C.C. [288-291], Zhu H.H. [301], Younesian 

D. [283] и другие авторы. 

Колебания балок и пластин при воздействии подвижных нагрузок изучали 

следующие авторы: Ерофеев Н.И. [13], Fryba L. [109], Praharaj R.K. [203], Dang-

Trung H. [94], Hien T.D. [133] и другие отчественные и зарубежные ученые.  

Научно-техническая гипотеза состоит в том, что при нелинейных 

колебаниях упругих пластин на вязкоупругом основании может возникнуть 

внутренний резонанс, в том числе и в сочетании с внешним резонансом. 

Объект исследования – упругие прямоугольные пластины с геометрической 

нелинейностью на вязкоупругом основании. 

Предмет исследования – амплитуды и фазы нелинейных колебаний упругих 

прямоугольных пластин на вязкоупругом основании, свойства которого 

описываются реологическими моделями с дробными производными. 

Цель диссертационной работы. Анализ нелинейных колебаний упругой 

пластины на вязкоупругом основании под действием внешних сил в условиях 

сочетания внешнего и внутреннего резонансов, при наличии демпфирования 

среды и основания, которое описывается реологическими моделями с дробными 

производными. 

Задачи диссертации: 

– постановка задачи о нелинейных колебаниях упругой пластины на 

вязкоупругом основании при воздействии гармонической и осциллирующей 

нагрузок при наличии демпфирования среды и основания, которое описывается 

моделями взкоупругости с дробными производными; 
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– получение численно-аналитического решения систем разрешающих 

дифференциальных уравнений для определения амплитуд и фаз нелинейных 

колебаний с использованием обобщенного метода многих временных масштабов 

и метода Рунге-Кутта четвертого порядка; 

– сравнение безразмерных амплитуд колебаний системы для различных 

моделей вязкоупругих оснований; 

– изучение влияния параметров дробности окружающей среды и 

вязкоупругого основания на процесс перекачки энергии, происходящий при 

нелинейных колебаниях пластинок на вязкоупругом основании, находящихся в 

условиях сочетания внутреннего и внешнего резонансов; 

– анализ влияния граничных условий опирания пластинки, а также  

амплитуды и порядка вязкости внешней нагрузки на характер нелинейных 

колебаний пластины. 

Научная новизна работы заключается в том, что 

– при помощи обобщенного метода многих временных масштабов получены 

системы дифференциальных уравнений для определения амплитуд и фаз 

нелинейных вынужденных колебаний шарнирно опертой по контуру пластинки 

для случаев воздействия гармонической и осциллирующей нагрузок, и выполнено 

их численное исследование при помощи алгоритма Рунге-Кутта четвертого 

порядка; 

– проанализировано влияние граничных условий опирания на амплитудно-

частотные характеристики нелинейных колебаний упругой пластинки на 

вязкоупругом основании; 

– представлен сравнительный анализ безразмерных амплитуд колебаний 

системы для различных реологических моделей вязкоупругого основания; 

– изучено влияние параметров дробности вязкоупругого основания и среды, 

а также рассмотрено влияние амплитуды и порядка вязкости внешнего 

воздействия на изменение амплитуд и фаз нелинейных колебаний пластины. 

Теоретическая и практическая значимость работы. Задача о нелинейных 

колебаниях пластинки на вязкоупругом основании может найти много 
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инженерных приложений, таких как взаимодействие самолета и взлетно-

посадочной полосы или автомобиля и дорожного покрытия, проектирование 

фундаментной плиты на грунтовом основании, динамика системы вертолетных 

площадок, палубы кораблей (особенно авианосцев), система железнодорожных 

путей и т.д. В связи с этим особую важность имеет изучение явления внутреннего 

резонанса в подобных конструкциях, когда частоты двух собственных мод 

колебаний близки по значению друг к другу.  

В диссертационной работе разработан алгоритм решения уравнений 

движения системы «пластина+вязкоупругое основание», который реализован в 

виде программного комплекса, зарегистрированного в государственном реестре 

программ для ЭВМ. Данная программа позволит построить решение для 

вычисления амплитуд и фаз нелинейных вынужденных колебаний пластины на 

вязкопругом основании, а также определить перемещения пластины при 

различных геометрических параметрах конструкции и реологических параметрах 

среды и основания.  

При воздействии подвижной нагрузки представленная методика расчета 

позволит избежать наложения внешнего резонанса на внутренний. За счет 

изменения скорости прохождения нагрузки или частоты возмущающей 

гармонической силы можно регулировать явление возникновения внешнего 

резонанса, не допуская его сочетания с внутренним резонансом, что может 

привести к необратимым разрушениям конструкции. 

Положения, выносимые на защиту: 

– постановка задачи о нелинейных свободных и вынужденных колебаниях 

упругой пластины на вязкоупругом основании Фусса-Винклера или Пастернака, 

демпфирующие свойства которого описываются различными реологическими 

моделями с дробной производной;  

– алгоритм расчета нелинейных упругих прямоугольных пластин на 

вязкоупругом основании для различных типов граничных уловий опирания; 
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– решение задачи о вынужденных нелинейных колебаниях пластинки на 

вязкоупругом основании для случая воздействия подвижной гармонической силы, 

когда система находится в условиях внешнего и внутреннего резонансов;  

– анализ результатов численных исследований системы нелинейных 

уравнений для определения амплитуд и фаз упругой прямоугольной пластинки на 

вязкоупругом основании для случая внутреннего резонанса при свободных и 

вынужденных колебаниях; 

– решение задачи о вынужденных нелинейных колебаниях пластины на 

вязкоупругом основании для случая воздействия подвижной подрессоренной 

нагрузки, когда демпфирующие свойства осциллятора описываются моделью 

Кельвина-Фойгта с дробной производной по времени.  

Степень достоверности базируется на корректной математической 

постановке задач. Полученные в работе результаты согласуются с общими 

физическими представлениями. Правильность полученных результатов 

определяется корректностью математических выкладок и сопоставлением с 

известными результатами других авторов. 

Реализация работы. Разработан программный комплекс численных 

исследований нелинейных колебаний прямоугольных пластинок на вязкоупругом 

основании с использованием операторов дробного порядка и получено 

свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ № 

2022668236. 

Апробация работы. Основные положения работы докладывались и 

обсуждались: на XLIV International Conference “Advanced Problems in Mechanics” 

(Санкт-Петербург, 2016); 24th International Congress on Sound and Vibration 

(London, 2017); на юбилейной ХХХ Международной инновационной 

конференции молодых ученых и студентов по проблемам машиноведения 

(Москва, 2018); на ХХХI Международной инновационной конференции молодых 

ученых и студентов по проблемам машиноведения (Москва, 2019); на XI 

International Conference on Structural Dynamics, EURODYN 2020 (Athens, 2020); на 

Second International Nonlinear Dynamics Conference, NODYCON 2021 (Rome, 
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2021); на International Conference on Construction, Architecture and Technosphere 

Safety, ICAATS 2021 (Сочи, 2021); на XV Международной научно-технической 

конференции «Актуальные вопросы архитектуры и строительства» (Новосибирск, 

2022); на 15th International Conference on Vibration Problems, ICOVP 2023 (Doha, 

2023). 

Диссертация в целом докладывалась и обсуждалась на научных семинарах 

Международного научного центра по фундаментальным исследованиям в области 

естественных и строительных наук Воронежского государственного технического 

университета (руководитель центра: д-р ф.-м. наук, профессор Шитикова М.В.), 

2020-2023 гг., на научном семинаре кафедры «Математическая теория упругости 

и биомеханики» Саратовского государственного университета (руководитель 

семинара: д-р ф.-м. наук, профессор Коссович Л.Ю.), 2022г., и на научном 

семинаре кафедры «Математический и прикладной анализ» Воронежского 

государственного университета (руководитель семинара: д-р ф.-м. наук, 

профессор Шашкин А.И.), 2023г. 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 17 научных работ, в том 

числе 9 статей в изданиях, индексируемых в научных базах данных Scopus и Web 

of Science, из которых 1 статья в издании, рекомендуемом ВАК РФ, и 1 

свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 4-х глав, 

заключения, списка литературы и 3-х приложений. Полный объем работы 

составляет 159 страниц, включает в себя 46 рисунков и 2 таблицы. Список 

литературы содержит 303 источника, в том числе 241 иностранный. 

КРАТКОЕ ИЗЛОЖЕНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

В первой главе приводится обзор существующей литературы, посвященной 

колебаниям пластинок на вязкоупругом основании, демпфирующие свойства 

которого описываются при помощи различных реологических моделей. 

Представлены классификация и краткий исторический обзор классических 

моделей вязкоупругости, а также моделей вязкоупругих материалов с 

использованием дробной производной. Изучены модели вязкоупругих оснований 
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и примеры их применения для описания свойств различных типов грунтов. 

Рассмотрены экспериментальные и теоретические исследования свободных и 

вынужденных колебаний пластинок на вязкоупругом основании при воздействии 

различных видов внешних сил. 

Вторая глава посвящена нелинейным колебаниям упругой шарнирно 

опертой пластины, лежащей на вязкоупругом основании, свойства которого 

описываются при помощи моделей Фусса-Винклера или Пастернака с дробной 

производной. Для решения нелинейных дифференципльных уравнений 

используется обобщенный метод многих временных масштабов. Получены 

системы разрешающих уравнений для определения амплитуд и фаз колебаний в 

случае сочетания внутреннего резонанса один-к-одному с внешним резонансом. 

Проведен сравнительный анализ численных исследований полученной системы 

уравнений для различных типов граничных условий опирания пластинки. 

Изучено влияние порядка малости амплитулы внешней гармонической силы на 

процесс колебаний. 

В третьей главе приведено решение задачи для вынужденных нелинейных 

колебаний пластинки на вязкоупругом основании при воздействии подвижной 

гармонической силы. Система дифференциальных уравнений решена численным 

методом для случая наложения внешнего резонанса на внутренний резонанс 

один-к-одному. Рассмотрено изменение безразмерных амплитуд затухающих 

колебаний пластинки в зависимости от параметров дробности среды и основания. 

В четвертой главе исследованы нелинейные вынужденные колебания 

упругой пластинки на вязкоупругом основании при воздействии подвижной 

подрессоренной силы. Внешняя нагрузка представлена в виде осциллятора по 

модели Кельвина-Фойгта с дробной производной. Получена разрешающая 

система нелинейных дифференциальных уравнений, которая позволяет 

исследовать динамическое поведение пластинки в зависимости от изменения 

параметров дробности среды, вязкоупругого основания и вязкости амортизатора 

внешней нагрузки.  
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ГЛАВА 1. ОБЗОР СУЩЕСТВУЮЩЕЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

1.1 Модели вязкоупругости 

Первую модель для описания свойств твердых тел сформулировал Р. Гук в 

1676г. в его знаменитом заявлении [134] "ut tensio sic vis" (каково растяжение, 

такова и сила), впервые опубликованном в виде анаграммы (CEIIINOSSSTTUU). 

Гук представил идеально-упругое твердое тело в виде пружины, относительная 

деформация которой прямо пропорциональна напряжению: 

 ,E                           (1.1) 

где   - напряжение,   - относительная деформация пружины, E  - постоянная, 

называемая модулем упругости. Пружина обладает свойством накапливать 

механическую энергию. 

В 1687г. Ньютон записал определяющее уравнение для идеально-вязкой 

жидкости, согласно которому скорость деформации прямо пропорциональна 

напряжению [190]: 

 ,D     (1.2) 

где   - коэффициент вязкости амортизатора, D  обозначает дифференцирование 

по времени. Идеально-вязким элементом в теории вязкоупругости считается 

амортизатор, который проявляет способность рассеивать механическую энергию.  

         1.1.1 Двухэлементные модели 

Тела, напряжения в которых зависят от деформации и скорости 

деформации, включают процесс деформации как идеально-упругого, так и 

идеально-вязкого тела, поэтому они получили название вязкоупругих тел. Для 

того чтобы наглядно изобразить работу вязкоупругих материалов были 

предложены различные механические модели, состоящие из комбинации пружин 

и амортизаторов, соединенных между собой последовательно или параллельно [3, 

22]. 

В 1867г. Максвелл описал уравнение для последовательного соединения 

упругого и вязкого элементов. Данная схема получила название элемента 
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Максвелла [180] (Рис.1.1а), что также можно записать в виде формулы M=H–N 

[49]. Уравнение, описывающее зависимость напряжения от деформации, имеет 

вид: 

 ,D E D         (1.3) 

где  - время релаксации.  

В 1865г. лорд Кельвин в своих экспериментах [255] наблюдал явление 

изменения скорости диссипации энергии в зависимости от частоты колебаний в 

различных материалах, которое позднее объяснил существованием «эффекта 

упругого последействия» [256]. Кельвин также обнаружил, что «в упругом 

твердом теле существует молекулярное трение, которое с должным основанием 

может быть названо вязкостью твердого тела», а также предложил модель 

материала в виде упругого пористого твердого тела, у которого поры и 

промежутки между ними заполнены вязкой жидкостью, подчиняющейся закону 

Стокса (являющегося обобщением закона Ньютона) [49]. Вскоре после этого в 

1892г. Фойгт записал дифференциальное уравнение математической [258, 259], 

описывающее такое же поведение анизотропных материалов, которое наблюдал 

Кельвин в ходе своих экспериментов по исследованию свойств различных 

металлов. Данная модель, которая схематично представлена в виде параллельного 

соединения упругого и вязкого элементов, получила название элемента Кельвина-

Фойгта (Рис.1.1б). Параллельное соединение упругого и вязкого элементов 

можно представить в виде формулы KV=H|N. Уравнение, описывающее 

зависимость напряжения от деформации, имеет вид: 

 ,E E D       (1.4) 

где 
E




   – время ретардации (время запаздывания [48]). 

В своем подробном обзоре моделей вязкоупругости [254] упоминает, что в 

1873 году Meyer также предложил соотношения, линейно связывающие 

компоненты напряжения в твердом теле с компонентами деформации и скорости 
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деформации, при помощи которых автор попробовал описать явление упругого 

последействия [183]. 

 

Рисунок 1.1 – Схемы двухэлементных моделей: а) элемент Максвелла; б) 

элемент Кельвина-Фойгта. 

1.1.2 Трехэлементные модели 

1.1.2.1 Трехэлементные модели стандартного линейного твердого тела 

Трехэлементные упругие модели [3], получившие также название моделей 

стандартного линейного твердого тела [101, 156, 176, 191, 230, 265, 296], состоят 

из пружины, присоединенной последовательно к элементу Кельвина-Фойгта 

(Рис.1.2а) или параллельно к элементу Максвелла (Рис.1.2б). Хотя в трудах 

многих исследователей приведены ссылки на первооткрывателей данных 

моделей, в научном сообществе до сих пор отсутствует общепринятая система их 

названий [24, 59, 154, 242]. 
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Рисунок 1.2 – Схемы трехэлементных моделей стандартного линейного 

твердого тела: а) H–KV элемент; б) H|M элемент. 

 

Первое упоминание о модели, представленной на рис. 1.2а, в литературе [4, 

156, 163, 257] зачастую связывают с книгой Дж. Пойнтинга и Дж. Томсона [201], 

вышедшей в свет в 1902 году. Однако если внимательно прочитать данную работу 

[201], то можно убедиться, что авторы привели лишь схему (Рис.1.3а), которая 

только является первой попыткой «представить твердое тело в виде подходящей 

механической модели», как и было замечено К. Зинером [14]. 

Обзор литературы показал, что дифференциальное уравнение модели 

стандартного линейного тела было впервые получено А.Ю. Ишлинским в 1940 

году [18,19] в виде: 

 0( ),D E D           (1.5) 

где 0E  - релаксированный (длительный) модуль упругости модели, 2/ E  , 

1 2
1 2 0

1 2

/ ( ),
E E

E E E
E E

   


 для модели на рис.1.2а;

1 1 2 1 2 0 2/ , ( ) / ,E E E E E E E          для модели на рис.1.2б. 

В своих исследованиях А.Ю. Ишлинский [19] применил полученное 

уравнение для решения задачи о продольных колебаниях однородного стержня 

длиной l постоянного поперечного сечения. В связи с этим данную модель 

корректно называть в дальнейшем моделью Пойнтинга-Томсона-Ишлинского, 

схему которой можно представить в виде структурной формулы PTI=H– H|N= H–
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KV. Из Pис. 1.3 видно, что модель стандартного линейного твердого тела 

Пойнтинга-Томсона—Ишлинского представляет собой последовательное 

соединение пружины и элемента Кельвина-Фойгта. В работе [20] Ишлинский 

А.Ю. также отмечает возможность иллюстрации частных случаев представленной 

механической модели с соответствующим упрощением ее конструкции. 

Например, если удалить внутреннюю пружину (Рис. 1.3в), то получится модель 

Максвелла, лишенная последействия, а если, оставив внутреннюю пружину, 

заменить внешнюю пружину жестким стержнем (b   ), то модель будет 

соответствовать модели Кельвина-Фойгта (Рис. 1.3г).  

 

 

Рисунок 1.3 - Схема механической модели стандартного линейного 

твердого тела: а) модель Пойнтинга-Томсона [201]; б) модель Ишлинского [18]; 

в), г) частные случаи модели Ишлинского [20] 

 

Следует заметить, что Пойнтинг, Томсон и Ишлинский представили 

стандартное линейное твердое тело в виде механической модели (Рис.1.3а,б), а ее 

схематическое изображение в виде пружин и демпферов было впервые приведено 

Зинером (Рис. 1.2б) [14] и Ржаницыным А.Р. (Рис. 1.2a,б) [50]. Позднее данные 

схемы стали широко использовать и другие ученые, такие как Бленд, Работнов 

Ю.Н. и их последователи. Уравнения модели, представленной на рис. 1.2б, были 

также впервые записаны Зинером в 1948 году [14] и Ржаницыным А.Р. в 1949г. 

[50]. В связи с приведенными рассуждениями данную модель будем в 

дальнейшем называть моделью Зинера-Ржаницына, которая имеет формулу 
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ZR=H|(H–N)= H|M. В своей книге 1960г. Сорокин Е.С. также называет модель 

стандартного линейного тела моделью упруго-вязкого тела Ишлинского и 

Ржаницына [52]. 

Зинер обратил внимание на важность соотношения 0E

E







 

 , c помощью 

которого можно определить неизвестные величины при известных трех 

параметрах модели. Ржаницын А.Р. показал, что обе модели, приведенные на 

Рис.1.2, описываются одним и тем же математическим уравнением (1.5) с 

точностью до коэффициентов. Эквивалентность моделей стандартного линейного 

твердого тела Кельвина (Рис.1.2а) и Максвелла (Рис.1.2б) также отмечалась в 

работах [103, 249]. 

В литературе встречаются работы, в которых модель стандартного 

линейного тела некоторые исследователи называют телом Кельвина [8, 32, 48, 

113, 114].  

Как известно, зачастую авторы приходят к похожим результатам, пользуясь 

одними и теми же математическими моделями для описания явлений и процессов 

в различных областях науки, таких как механика, геоинженерия, электротехника 

или биомеханика, при этом оставаясь в неведении относительно недавних 

достижений ученых в смежных областях. Так, Christie [92] показал, что уравнения 

данной модели совпадают с уравнениями, представленными в 1939 году в работе 

Merchant по геомеханике [181], в которой исследовалось одноосное отвердевание 

глинистых пород.  

1.1.2.2 Трехэлементные модели стандартной линейной жидкости 

Трехэлементные вязкие модели [3] в литературе получили название моделей 

Джеффриса [49, 141, 156, 176] или моделей стандартной линейной жидкости [156, 

176]. Схемы данных моделей состоят из амортизатора, присоединенного 

последовательно к элементу Кельвина-Фойгта N–KV (Рис.1.4а) или параллельно к 

элементу Максвелла N|M (Рис.1.4б). Некоторые авторы [176, 297] ошибочно 

называют модели стандартной линейной твердой жидкости моделями Зинера или 

анти-Зинера, не зная о работе Джеффриса. 
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Уравнение данной модели было записано Джеффрисом в следующем виде 

[139]: 

2

1

,
dS I

n S t F Fdt
dt t

 
   

 
                                        (1.6)   

где S -деформация, F – напряжение, 1 2, ,n t t - некоторые постоянные. Джеффрис 

также рассматривал возможность описания поведения неидеально упругих тел 

при помощи упруго-вязких соотношений гипотезы Максвелла или гипотезы 

Фойгта, которые являются частными случаями уравнения (1.6) при 2 0t   и 1t  , 

соответственно [139, 140]. Позднее Джеффрис более подробно изложил свои 

выкладки в книге  [141], третье издание которой было также переведено на 

русский язык [12].  

Уравнение (1.6) может быть переписано в виде: 

 2

0 ( ),D D D            (1.7) 

где 1 2 2 0 1( ) / , / ,E E            для модели на рис.1.4а;

1 1 2 1 2 0 1 2/ , / ( ),E E               для модели на рис.1.4б; 0  - 

релаксированная вязкость модели,  - нерелаксированная вязкость модели. По 

аналогии с моделями стандартного линейного твердого тела для моделей 

стандартной линейной жидкости выполяняется следующее соотношение 0



 

 

 . 
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Рисунок 1.4 - Схемы трехэлементных моделей стандартной линейной 

жидкости: а) N–KV элемент; б) N|M элемент. 

 

В 1949 году Ржаницын А.Р. привел обе схемы модели стандартной 

линейной жидкости, а также показал, что обе модели описываются одним и тем 

же дифференциальным уравнением второго порядка с разницей лишь в 

коэффициентах [50].  

1.1.3. Четырехэлементные модели 

1.1.3.1 Четыреэлементные модели первого типа 

На рис.1.5 представлены четырехэлементная модель первого типа и ее 

эквивалентные схемы [3]. Четырехэлементная модель первого типа, называемая 

также моделью Бюргерса [4, 33, 83, 84, 156, 176, 257, 296], получается при 

последовательном соединении элементов Максвелла и Кельвина-Фойгта, что 

можно обозначить как (H–N)–(H|N)=M–KV (Рис.1.5а). В литературе данную 

модель называют также жидкостью Бюргерса (Андраде) [156].  

Уравнение, определяющее зависимость между напряжением и 

деформацией, имеет вид: 

 2 2

1 2 1 2 ,p D p D q D q D              (1.8) 

где 1 2 1 2 1 1 2 1 2
2 1 2 1 1

1 2 1 2 2

( )
; ; ;

E E E
p p q q

E E E E E

   


 
     - для модели на Рис.1.5а. 
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Рисунок 1.5 - Схемы четырехэлементных моделей первого типа: модель Бюргерса 

и ее эквивалентные схемы. 

В работе [2] показано, что поведение любого полимера, вязкоупругие 

свойства которого описываются при помощи модели на рис.1.5а, могут быть 

одинаково точно описаны и при помощи модели на рис.1.5б, а постоянные одной 

модели выражены через эквивалентные постоянные другой. Хотя в 

математическом отношении данные модели равноценны, но, с точки зрения 

интерпретации физического смысла, модель на рис.1.5а имеет преимущества и 

чаще применяется.  

1.1.3.2 Четырехэлементные модели второго типа 

Четырехэлементные модели второго типа [3] представлены на рис.1.6. 

Данные модели называют также нестандартными четырехпараметрическими 

моделями Фойгта (Рис.1.6а) и Максвелла (Рис.1.6б) соответственно [257]. Модель 

на рис.1.6в называют также обобщенной четырехпараметрической моделью 

стандартного линейного твердого тела [156]. 

Уравнение, определяющее зависимость между напряжением и 

деформацией, имеет вид: 

 2

1 0 1 2 ,p D q q D q D          (1.9) 

где 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2
1 2 1 0

1 2 1 2 1 2 1 2

; ; ;
E E E E

p q q q
E E E E E E E E

     
   

   
 для модели на 

Рис.1.6а. 
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Рисунок 1.6 - Схемы четырехэлементных моделей второго типа. 

1.1.4 Многоэлементные модели 

Стандартные трех- или четырехэлементные модели могут описывать 

наблюдаемое поведение вязкоупругих материалов с достаточно хорошим 

приближением. Как правило, однако, представление поведения большинства 

вязкоупругих материалов требует моделей с большим или даже бесконечным 

числом элементов. При этом Ржаницын А.Р. определил важные правила, 

позволяющие сделать вывод о физическом смысле любой модели вязкоупругости 

[50]. Из его выводов следует, что реологические уравнения описывают поведение 

вязкоупругого твердого тела, если они включают слагаемое 0E  , в противном 

случае такие уравнения описывают поведение вязкоупругой жидкости. 

Эти правила будут использоваться в дальнейшем для определения типа 

многоэлементных моделей. Аналогичные рассуждения можно найти в работе 

Flugge [105], в которой автор предоставил классификацию вязкоупругих моделей, 

показывающую, что все они могут быть разделены на две группы: модели 

твердых тел и модели жидкостей. 

1.1.4.1 Обобщенные модели Максвелла 

Добавляя дополнительные элементы Максвелла к стандартной 

четырехпараметрической модели Максвелла, мы получаем обобщенную модель 

Максвелла со структурной формулой GM=M1 | M2 | M3 …| Mn, где n – число 

элементов Максвелла, соединенных параллельно [22, 54, 65, 103, 257] (Рис.1.7). 

Такая модель вводится для описания так называемого «реодиктического» 

поведения, когда в вязкоупругом материале присутствует установившееся 

течение [257]. В такой постановке данная модель не способна отображать 



22 
 

обратимую ползучесть, поэтому в литературе часто используют другие 

разновидности классической обобщенной модели Максвелла [211].  

 

Рисунок 1.7 - Схема обобщенной модели Максвелла. 

Добавляя дополнительные элементы Максвелла к стандартной 

трехпараметрической модели Максвелла, получаем обобщенную модель 

Максвелла с дополнительной пружиной, присоединенной параллельно (Рис.1.8а). 

Данную модель также называют моделью Вичерта [101, 148, 179, 184, 211, 230, 

257, 269, 296]. Такая модель вводится для описания так называемого 

«ареодиктического» поведения, когда нет установившегося течения 

вязкоупругого материала [257].  

а)  б)  

Рисунок 1.8 - Схемы обобщенной модели Максвелла с дополнительными 

элементами. 

 

В литературе также известна обобщенная модель Максвелла, полученная 

путем добавления элементов Максвелла параллельно к элементу Фойгта [3] 

(Рис.1.8б). Данная модель использовалась Блендом в тесте на релаксацию 

напряжений для исследования функции релаксации материала и спектра времен 

релаксации.  
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1.1.4.2 Обобщенные модели Фойгта 

Добавляя дополнительные элементы Фойгта к стандартной четырех- или 

трехпараметрической модели Фойгта, получаем разновидности обобщенной 

модели Фойгта или Кельвина (Рис.1.9) [3, 101, 257]. По аналогии с обобщенными 

моделями Максвелла, модель на рис.1.10а вводится для описания так называемого 

«реодиктического» поведения, а модель на рис.1.9б описывает «ареодиктическое 

поведение» вязкоупругого материала [257]. Модель на рис.1.9а использовалась 

Блендом в тесте на ползучесть деформаций для исследования функции 

ползучести материала, его податливости и спектра времен ретардации [3].  

 

Рисунок 1.9 - Схемы обобщенной модели Фойгта.  

Кристенсен ввел в рассмотрение обобщенную модель Кельвина, 

полученную путем последовательного соединения конечного числа элементов 

Кельвина-Фойгта. Данную модель можно обозначить структурной формулой 

GKV=KV1 – KV2 – KV3 –…– KVn, где n – число элементов Кельвина-Фойгта, 

соединенных последовательно (Рис.1.10) [22, 54, 103, 148, 249].  
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Рисунок 1.10 - Схемы обобщенной модели Кельвина [22]. 

Основные соотношения моделей выражены через напряжение и 

деформацию, однако данные соотношения могут быть записаны через через силу 

F и удлинение a для элемента с площадью поперечного сечения A и длиной L, с 

учетом того, что F A  и .a L  Так как правила для последовательного и 

параллельного соединения элементов одинаковы в обоих случаях, то каждая 

модель, описывающая зависимость между силой и удлинением, будет такой же по 

общему виду, что и модель, связывающая напряжения и деформации.  

Некоторые исследователи проводят аналогию между схемами моделей 

вязкоупругих материалов и электрических контуров и их элементов, несмотря на 

их различный физический смысл [2, 118, 121, 257].  

1.2 Модели вязкоупругости с дробными производными 

Дробное дифференцирование и дробное интегрирование функций являются 

обобщением классического дифференцирования и интегрирования. Эти 

обобщения были впервые предложены Лиувиллем в 1832г. [166] и Риманом в 

1876г. [212] и легко формулируются в области обобщенных функций, в 

результате чего записывается выражение для дробной производной Римана-

Лиувилля [51]: 

 
0

( )
,

(1 )( )

t

RL y d t
D dt

dt t t 









     (1.10) 

где  0 1   - порядок дробной производной и (1 )   - Гамма-функция. 

В 1867г. А.K. Грюнвальд [120] и в 1868г. А.В. Летников [31] развивают 

подход к дробному интегродифференцированию, основанный на распространении 

формулы Римана ( )
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  на случай нецелых n: 
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ah

f x
D f x

h






                                        (1.11) 

А.В. Летников показал, что так определенное выражение для D f

совпадает с конструкцией дробной производной Римана-Лиувилля. Подход 
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Грюнвальда-Летникова и его сопоставление с другими определениями дробного 

интегродифференцирования изложены в работе [51]. 

Наряду с публикациями Лиувиллля, Римана, Грюнвальда и Летникова, на 

рубеже 19-20 веков появилось немало других подходов к описанию дробной 

производной, часть из которых вступали в полемику с предшественниками, 

другие развивали и дополняли некоторые вопросы [122, 123, 268]. 

В литературе также известен другой подход к определению дробной 

производной: так называемой производной Герасимова-Капуто [9, 86]. Так, 

советский ученый Герасимов А.Н. ввел производную по времени порядка 

(0 1)    для функции деформации ( )t  [9]: 

0

( ) 1 ( )
.

(1 )

t t d

t



 

   

 

 


                                                  (1.12) 

 Позднее было показано, что оба определения дробной производной по 

формулам Римана-Лиувилля и Герасимова-Капуто дают эквивалентное 

математическое описание поведения вязкоупругих материалов, когда нижний 

предел интегрирования стремится к   [74].  

1.2.1 Первые упоминания о дробном исчислении в теории вязкоупругости 

В течение двадцатого века многие авторы использовали дробное 

исчисление как эмпирический метод описания свойств вязкоупругих материалов. 

Первое упоминание о данном новом подходе в теории вязкоупругости 

встречается в работе Nutting [192], который предположил, что явление релаксации 

напряжений может моделироваться при помощи дробных порядков времени [76, 

175]. Из серии экспериментов, которые охватывали целый ряд материалов от 

упругого твердого тела до вязкой жидкости, Nutting полагал, что общий закон 

деформации, который касается напряжения сдвига, деформации сдвига и времени, 

когда напряжение сдвига поддерживается постоянным, может быть выражен как 

 ,m na t    (1.13) 

где   - деформация сдвига,   - напряжение сдвига, t  - время, , ,a m n  - константы. 

Nutting установил экспериментально, что значения n для вязкоупругих 
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материалов лежат в диапазоне от 0 до 1. Причем при 0n   и 1m   уравнение 

(1.13) описывает поведение линейного упругого твердого тела, а при 1n   и 1m   

- поведение вязкой жидкости Ньютона [150]. Позднее Gemant обосновал 

необходимость применения дробных дифференциальных операторов для 

вычисления формы кривых релаксации для некоторых упруго-вязких жидкостей 

[155, 116].  

Scott-Blair [235, 236] впервые предложил ввести дробную производную по 

времени, что одновременно объединяло наблюдения Nutting и Gemant [44, 45]. 

Scott-Blair рассмотрел линейный случай уравнения Nutting (1.13) при 1m  , 

которое можно представить в виде: 

 (0 1)nKD n    ,  (1.14) 

где K – положительная постоянная, nD  - дробная производная деформации по 

времени t. Уравнение (1.10) представляет собой модель Ньютоновской жидкости 

дробного порядка. Scott-Blair и его коллеги показали, что напряжение сдвига 

пропорционально дробной производной деформации сдвига по времени, однако 

не смогли дать определение дробной производной, которое удовлетворило бы 

математиков того времени[33] [175].  

Следует отметить, что советский ученый Герасимов А.Н. в 1948 году 

предложил использовать модель вязкоупругости с дробными производными, 

аналогичную модели Scott-Blair, однако его работа осталась неизвестной для 

большинства западных ученых, в связи с отсутствием перевода его статьи на 

английский язык в течение долгого времени [220]. Так, Герасимов А.Н. 

предложил линейное соотношение между функциями деформации ( )t  и 

напряжения ( )t  

( )
( ) ,

t
t æ

t












                                                   (1.15) 

которое для предельных значений 0   и 1   превращается в закон упругости 

Гука и закон внутреннего трения Ньютона, соответственно. 
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Зависимость между напряжением и деформацией, выраженная через 

дробный оператор, также использовалась Bland для материалов, не проявляющих 

ни мгновенной упругости, ни длительного вязкого течения [3].  

Несколько лет спустя тот же оператор дробного порядка также обсуждался 

Ю.Н. Работновым [48] со ссылкой на Герасимова [9] в монографии, 

опубликованной в Москве. 

Простейший элемент с дробными производными, предложенный Scott Blair, 

был позднее назван Koeller «пружиной-демпфером» [149], а уравнение модели 

переписано в виде: 

 (0 1)E D 

      ,  (1.16) 

где 
E






   – время ретардации,   - параметр памяти. Таким образом, Koeller 

показал, что в отличие от модели Scott-Blair, данное уравнение более точно 

описывает два граничных случая, а именно: при 0   модель соответствует 

материалу с идеальной памятью (упругое твердое тело), а при 1   описывает 

материл без памяти (вязкая жидкость).  

Koeller указал в своей работе, что ранее советский ученый Работнов Ю.Н. 

предложил форму записи зависимости между напряжением и деформацией для 

модели стандартного линейного твердого тела с использованием интегрального 

оператора Вольтерры [47].  

1.2.2 Простейшие модели вязкоупругости с дробными производными 

В 60-е годы прошлого столетия были предложены простейшие модели 

вязкоупругости с использованием дробных производных. В их основе лежит 

замена производной целого порядка в классических моделях вязкоупругости на 

производную дробного порядка Римана-Лиувилля.  

 

1.2.2.1 Модель Максвелла с дробными производными 

Модель Максвелла с дробными производными (Рис.1.11б) была впервые 

представлена Мешковым С.И. в 1967 году [34] и имеет вид: 
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 ,D E D   

         (1.17) 

где E  - нерелаксированный (мгновенный) модуль упругости и 


 - время 

релаксации.  

Следует отметить, что Gemant первым предпринял попытку расширить 

классическую модель Максвелла и использовал в своей работе [115] модель с 

дробной производной порядка ½: 

 
1/2 1/2 ,D       (1.18) 

Модель Максвелла с дробной производной также была независимо введена 

в рассмотрение в работе Капуто [87]. 

Уравнение модели Максвелла с дробными производными можно 

представить в виде соотношений Больцмана-Вольтерры с дробно-

экспоненциальной функцией в качестве слабо сингулярного ядра 

наследственности [58]  

0

[ ( / ) ( ) ]

t

E t t t dt    
                                        (1.19) 

или выразить через оператор дробного порядка [228] 

*[1 ( )] ( ),E t t

                                                 (1.20) 
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  - дробно-экспоненциальная функция Работнова, 

которая при 1   сводится к обычной экспоненциальной функции.   

Свой подход к описанию соотношений между напряжениями и 

деформациями Больцман называл теорией упругого последействия, основным 

предположением которой является то, что деформация тела зависит не только от 

силы, действующей в данный момент, но и от тех сил, которые действовали на 

тело в предшествующей его истории [52]. Данная теория считается наиболее 
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общей теорией, отражающей все особенности квазистатического и динамического 

поведения вязкоупругих материалов [17, 45, 46].  

После перевода трудов Работнова Ю.Н. на английский язык его теория в 

мировой научной литературе получила название теории наследственной 

механики твердого тела Ю.Н. Работнова. Россихин Ю.А. и Шитикова М.В. 

позднее показали эквивалентность реологических уравнений моделей 

вязкоупругости с дробными производными и уравнений обобщенной теории 

Работнова [218]. Исторический сравнительный анализ работ российских и 

западных ученых, использующих дробное исчисление в механике твердого тела с 

1940-х по 1970-е годы представлен в [213]. 

Koeller [150] представил модель, состоящую из конечного числа элементов 

Максвелла с дробными производными, соединенных параллельно (Рис.1.12а), и 

записал зависимость между деформацией и общим напряжением, которое 

является суммой напряжений в отдельных элементах модели Максвелла. 

Соотношение между напряжением и деформацией системы, выраженное через 

безразмерный дробный оператор Работнова, имеет вид: 
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          (1.21) 

1.2.2.2 Модель Кельвина-Фойгта с дробными производными 

Модель Кельвина-Фойгта с дробными производными (Рис.1.11а) была 

впервые представлена Шермергором Т.Д. в 1966 году [58] и имеет вид: 

 0 0 ,E E D 

        (1.22) 

где 0E  - релаксированный модуль упругости. При 1   модель, описываемая 

уравнением (1.22), превращается в классическую модель Кельвина-Фойгта (1.4).  

а)      б)           в)  
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Рисунок 1.11 - Схемы простейших моделей вязкоупругости с дробными 

производными: а) модель Кельвина-Фойгта; б) модель Максвелла; в) модель 

стандартного линейного твердого тела. 

 

Преимущество модели с дробной производной по сравнению с 

классической моделью Кельвина-Фойгта состоит в соответствии теоретических 

выкладок с экспериментальными данными [100]. Также для однозначного 

определения зависимости между функциями напряжения и деформации 

необходимо, чтобы изначально были известны три параметра (константы): 0E ,   

и .  Для идентфикации параметров модели Кельвина-Фойгта с дробной 

производной был разработан итерационный численный метод, показавший 

хорошее сопоставление с экспериментальными данными для вязкоупругой 

деформации поливинилхлоридного пластиката [39].  

Почти одновременно с Д.Т. Шермергором дробную модель Кельвина-

Фойгта представили в своих работах западные ученые [86, 247], а также Ш. 

Ватанабэ [266], чья работа появилась раньше, но была опубликована в журнале 

японского общества текстильной промышленности, поэтому оставалась 

малоизвестной для исследователей в области механики. 

Уравнение модели Кельвина-Фойгта c дробными производными можно 

также представить в виде соотношений Больцмана-Вольтерры с дробно-

экспоненциальной функцией в качестве слабо сингулярного ядра 

наследственности [58] 

0

0

( / ) ( )

t

J t t t dt                                                   (1.23) 

или выразить через дробный оператор [228] 

*

0 ( ) ( ).J t

                                                      (1.24) 

Koeller [150] представил модель, состоящую из конечного числа элементов 

Кельвина-Фойгта с дробными производными, соединенных последовательно 

(Рис.1.12б), и записал зависимость между напряжением и общей деформацией, 
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которая является суммой деформаций отдельных элементов. Соотношение между 

напряжением и деформацией системы, выраженное через безразмерный дробный 

оператор Работнова, имеет вид: 

 *

0

0

( ) ( ),n

n

N

n n n

n

J t


   


     (1.25) 

где N+1- общее число элементов в модели. 

Katicha et.al. [143] получили аналитические выражения для функции 

ползучести для обобщенной модели Максвелла с дробными производными и 

функции релаксации для обобщенной модели Кельвина-Фойгта с дробными 

производными. 

 

Рисунок 1.12 - Схемы моделей вязкоупругости с конечным числом 

элементов: а) модель Максвелла; б) модель Кельвина-Фойгта. 

 

1.2.3 Модель стандартного линейного твердого тела с дробными 

производными 

Модель стандартного линейного твердого тела с дробными производными 

(Рис. 1.11в) была впервые представлена Мешковым С.И. в 1967 году [34] и имеет 

вид: 

 0( ),D E D   

           (1.26) 

где 0

0

,
E J

E J














 
  

 
 

1J E

   - мгновенная (нерелаксированная) податливость, 

1

0 0J E   - длительная (релаксированная) податливость. 

Данная модель также была позже независимо введена в рассмотрение в 

работе Капуто в 1971 году [88]. 
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Модель стандартного линейного твердого тела с дробными производными 

(1.26) известна в литературе [77, 137, 205, 267] как четырехпараметрическая 

дробная модель, поскольку для однозначного определения зависимости между 

функциями напряжения и деформации необходимо, чтобы изначально были 

заданы четыре параметра (константы): 0E , E ,  и .   

Уравнение модели стандартного линейного тела c дробными производными 

можно также представить в виде соотношений Больцмана-Вольтерры с дробно-

экспоненциальной функцией в качестве слабо сингулярного ядра 

наследственности [47, 117] 

0

[ ( / ) ( ) ]

t

E t t t dt      
                                          (1.27) 

или выразить через дробный оператор [228] 

*[1 ( )] ( ),E t t

                                                        (1.28) 

где 
1

0,EE E E E


      - дефект модуля упругости. 

Применения простейших моделей вязкоупругости, в частности их 

приложение к решению динамических контактных задач, обсуждалось многими 

авторами, обзор работ которых представлен в [1, 167, 214, 220, 231, 296], а также в 

недавней статье Bonfanti и др. [81], включая такие примеры, как моделирование 

тканей мозга, стенок артерий, раковых клеток, поведение горных пород, 

песчаников и различных полимерных материалов. 

1.2.3 Другие модели вязкоупругости с дробными производными 

В литературе также известны более сложные модели вязкоупругости с 

большим количеством параметров. Это связано с тем, что такие модели 

позволяют варьировать реологические параметры в широких пределах и, что 

более важно, позволяют получить наилучшее соответствие экспериментальных 

данных с теоретическим результатом.  

Обобщение вязкоупругих моделей дробного порядка (1.17), (1.22), (1.26) 

было впоследствии развито несколькими способами: 
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1. Добавлением дополнительных членов с дробной производной с 

различными дробными порядками и/или времен релаксации/ретардации в 

реологических уравнениях [48, 72, 75, 76, 107, 108, 125, 126, 131, 147, 149, 150, 

177, 193, 194, 205, 216, 220, 248, 267]; 

2. Заменой постоянных порядков дробных производных на зависящие от 

времени величины γi(t) (обзор приложений операторов переменного дробного 

порядка был недавно сделан в работе [199]); 

3. Использованием моделей распределенного дробного порядка [97]; 

4. Применением дробных производных к нелинейным характеристическим 

величинам [2, 40, 63, 64, 69, 70, 78-80, 95, 98, 106, 110-112, 124, 145, 147, 165, 172, 

185, 209, 245, 246, 271, 303,]; 

5. Использованием дробной производной для описания обоих типов 

релаксации: сдвиговой и объемной, что приводит к зависящим от времени 

операторам для всех вязкоупругих характеристик материала: модуля Юнга, 

модуля сдвига, объемного модуля, констант Ламе и коэффициента Пуассона [23, 

59, 155, 223-226, 228]; 

6. Заменой всех пружин и амортизаторов в классических моделях на 

элементы Скотта-Блэра с дробной производной [131, 132, 167, 178, 233, 234, 264, 

273, 297]; 

7. Заменой постоянной вязкости амортизатора (на больших временных 

масштабах [104]) на зависящую от времени величину 𝜂(𝑡), изменяющуюся по 

различным законам: линейному [82], степенному [278] и экспоненциальному  

[295]. 

1.3 Модели упругих и вязкоупругих оснований 

Влияние реакции основания на динамическое поведение плит, балок и 

оболочек представляет общий интерес для инженеров, занимающихся 

проектированием конструкций, в течение последних нескольких десятилетий. Для 

вычисления силы реакции основания в динамических задачах было предложено 

несколько моделей. 
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1.3.1 Модель Фусса-Винклера 

Первой попыткой описать реакцию основания была модель, согласно 

которой основание считается упругим [29, 144, 283]. В литературе встречается 

несколько названий данной модели, в которой возникающие деформации в 

грунтовом основании пропорциональны приложенному напряжению. В работах 

западных авторов модель упругого основания называют моделью Винклера, 

первое упоминание о которой относится к 1867 г. [270] и которая впоследствии 

была развита Циммерманом [302]. Однако ретроспективный анализ показал, что 

модель Винклера впервые была предложена русским академиком Н.И. Фуссом в 

1801г. в работе о движении повозок по дороге [56], в которой было выдвинуто 

положение о прямой пропорциональности давления местной осадке грунта [6, 11, 

30, 57]. Таким образом, в русскоязычной литературе упругую модель основания 

принято называть моделью Фусса-Винклера, согласно которой 

( , ) ( , ),p x t kw x t                                                     (1.29) 

где ( , )w x t  - перемещение по вертикали поверхности основания, k – коэффициент 

жесткости основания. 

 

Рисунок 1.13 - Схема основания по модели Фусса-Винклера. 

 

1.3.2 Двух- и трехпараметрические модели 

Позднее однопараметрическая модель Фусса-Винклера была развита и 

дополнена несколькими учеными, в результате чего появились так называемые 

двух- и трехпараметрические модели основания [144]. Двухпараметрические 

модели отличаются тем, что верхний слой соединяет элементы основания друг с 

другом, поэтому помимо вертикальной составляющей силы реакции основания, 
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учитываются также касательные напряжения и распределительная способность 

грунта. К двухпараметрическим моделям основания относятся модели 

Филоненко–Бородича, Гетеньи, Пастернака, Власова, Рейсснера [144, 283].  

В модели Филоненко-Бородича верхний слой основания представляет собой 

растянутую упругую мембрану (Рис.1.14). Сила реакции основания вычисляется 

по формуле [55]: 

2( , , ) ( , , ) ( , , ),p x y t kw x y t T w x y t                                           (1.30) 

где T – сила растяжения мембраны, 
2   - оператор Лапласа. 

 

Рисунок 1.14 - Схема основания по модели Филоненко – Бородича. 

 

Модель Пастернака предполагает наличие сдвиговых взаимодействий 

между пружинными элементами, что осуществляется за счет введения 

дополнительного сдвигающего слоя, объединяюще верхние концы пружин 

(Рис.1.15) Сила реакции основания вычисляется по следующей формуле [43]: 

2( , , ) ( , , ) ( , , ),p x y t kw x y t G w x y t                                           (1.31) 

где G – коэффициент вязкости, соответствующий сдвиговой деформации. 

 

Рисунок 1.15 - Схема основания по модели Пастернака.  

В модели Гетеньи верхний слой основания представлен тонкой упругой 

пластинкой (Рис.1.16). Сила реакции основания вычисляется по формуле [130]: 

2 2( , , ) ( , , ) ( , , ),p x y t kw x y t D w x y t                                            (1.32) 
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где D – цилиндрическая жесткость пластины. 

 

Рисунок 1.16 - Схема основания по модели Гетеньи. 

 

В 1949г. советский ученый-механик Власов В.З. представил 

двухпараметрическую континуальную модель основания (Рис.1.17). Этот метод 

упрощает модель упругой сплошной среды путем наложения нескольких 

ограничений на верхний слой. Сила реакции основания вычисляется по формуле 

[5]: 

2

1( , , ) ( , , ) ( , , ),p x y t kw x y t k w x y t                                           (1.33) 

где k  и 1k – параметры модели. 

 

Рисунок 1.17 - Схема основания по модели Власова. 

 

Предполагая, что напряжения в плоскости во всем слое основания 

ничтожно малы и что горизонтальные смещения на верхней и нижней 

поверхности слоя основания равны нулю, Рейсснер получил следующую 

двухпараметрическую модель [210]: 

2 22
1 2

1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),
4

с
p x y t с w x y t с w x y t p x y t

с
                         (1.34) 
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где 1 /c E H , 2 / 3c HG ; E и G - упругие постоянные основания, H – толщина 

слоя основания. 

       В работе [13] было показано, что несмотря на различие в названии, все 

двухпараметрические модели основания сводятся к единой обобщенной модели 

упругого основания с двумя коэффициентами или модели Вигхардта–Кармана–

Филоненко-Бородича–Пастернака–Власова–Леонтьева–Рейсснера–Хетеньи. 

В модели, предложенной Керром в 1964 году [144], основание было 

схематично представлено в виде балки, погруженной в упругую среду (Рис.1.18). 

Соответственно, для вычисления силы реакции основания необходимо задать три 

независимых параметра c (кН/м3), k (кН/м3) и G (кН/м): 

2 21 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),
k G

p x y t p x y t kw x y t G w x y t
c c

 
      

 
                (1.35) 

где c и k – коэффициенты жесткости пружин, G – изгибная жесткость балки. 

 

Рисунок 1.18 – Схема трехпараметрической модели основания Керра.  

 

Обзор динамического поведения пластин и балок на упругом основании 

представлен в работах [44, 263, 283]. 

 

1.3.3 Модели вязкоупругих оснований 

Основным недостатком линейно-упругой модели является 

непоследовательность в представлении вязкоупругого поведения материалов. В 

связи с этим к упругим моделям Фусса-Винклера и Пастернака был добавлен 

вязкий элемент (или элементы), в результате чего было предложено несколько 

вязкоупругих моделей основания, обзор которых представлен в работе Younesian 

и др. [283]. 
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Так, основание по модели Кельвина-Фойгта получается на основе модели 

Фусса-Винклера, при помощи добавления амортизатора параллельно к пружине 

(Рис.1.19). Сила реакции основания в этом случае определеятся следующим 

образом: 

( , , ) ( , , ) ( , , ),p x y t kw x y t с w x y t
t


 


                                            (1.36) 

где c – коэффициент вязкости амортизатора. 

 

Рисунок 1.19 – Схема вязкоупругого основания по модели Кельвина-Фойгта.  

Модель Максвелла для вязкоупругого основания получается на основе 

модели Фусса-Винклера, при помощи добавления амортизатора последовательно 

к пружине (Рис.1.20): 

1 2

1 2

( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ) ( , , ),

p x y t k x y t с x y t
t

w x y t x y t x y t


   



   

                                    (1.37) 

где 1  и 2  – перемещения пружины и амортизатора соответственно (Рис.1.20). 

 

Рисунок 1.20 – Схема вязкоупругого основания по модели Максвелла.  

 

Вязкоупругое основание по модели Пойнтинга-Томсона-Ишлинского 

получается путем последовательного соединения пружины и элемента Кельвина-

Фойгта (Рис. 1.21а): 
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2 2 1 1 2 2 1 1

1 1 2

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ).

s d

s d

p x y t k x y t k x y t k x y t с x y t
t

w x y t x y t x y t x y t


       



     

         (1.38) 

 

 

Рисунок 1.21 – Модели вязкоупругих оснований: 

 а) модель Пойнтинга-Томсона-Ишлинского; б) модель Зинера-Ржаницына. 

 

Вязкоупругое основание по модели Зинера-Ржаницына получается путем 

параллельного соединения пружины и элемента Максвелла (Рис. 1.21б): 

1 1 2 2 2 2

1 2

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ) ( , , ).

p x y t k x y t k x y t с x y t
t

w x y t x y t x y t


     



   

                    (1.39) 

Вязкоупругое основание по модели Бюргерса можно получить при помощи  

последовательного соединения элемента Кельвина-Фойгта и элемента Максвелла 

(Рис. 1.22). Сила реакции основания в этом случае определеятся следующим 

образом: 

1 2 1 2 2 3 2 3

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ).

p x y t k x y t с x y t k x y t с x y t
t t

w x y t x y t x y t x y t

 
       

 

     

         (1.40) 

 

Рисунок 1.22 – Схема вязкоупругого основания по модели Бюргерса. 
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Двухпараметрическая модель Пастернака также может быть обобщена для 

случая вязкоупругого основания. В качестве примера на рис. 1.23 приведена 

модель вязкоупругого основания типа Пастернака, демпфирующие свойства 

которого описываются моделью Кельвина-Фойгта с дробной производной. Сила 

реакции основания в этом случае определеятся следующим образом: 

2( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , )

w x y t
p x y t kw x y t c w x y t

t t


 
   

 
.                          (1.41) 

 

Рисунок 1.23 – Схема вязкоупругого основания на основе модели 

Пастернака. 

Остальные модели вязкоупругих оснований, учитывающие деформации 

сдвига, могут быть получены на основе различных моделей вязкоупругости по 

аналогии с моделями оснований типа Фусса-Винклера. В литературе известны 

также модели оснований с так называемым «грунтовым подвесом», то есть 

механические системы, состоящие в общем случае из пружин, амортизаторов и 

масс, позволяющие учесть инерционные свойства грунта при расчете сооружений 

[53]. 

1.3.4 Модели оснований с дробной производной 

Younesian и др. [54] отметили, что одним из будущих направлений в 

механике грунтов является разработка новых моделей оснований с учетом 

нелинейности и демпфирования с помощью соотношений с операторами 

дробного порядка. Действительно, в настоящее время все большее 

распространение получают модели вязкоупругих оснований Фусса-Винклера или 

Пастернака с использованием дробных производных, поскольку дробное 

исчисление имеет широкое приложение в динамических задачах механики 

деформируемого твердого тела и строительной механики. Основы и приложения 

дробного исчисления к динамике сооружений обобщены в работах Ю.А. 
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Россихина и М.В. Шитиковой [214, 220, 223, 229]. Использование дробной 

производной позволяет получить данные, хорошо совпадающие с результатами 

экспериментальных исследований [119, 197, 215], в отличие от моделей 

вязкоупругости с производной целого порядка. 

Начиная с 2005 г., различные модели вязкоупругости c дробными 

производными (модели Кельвина-Фойгта, Максвелла, стандартного линейного 

твердого тела и Бюргерса) часто используются в механике грунтов для 

рассмотрения вязкоупругих свойств каркаса грунта [66, 89, 90, 93, 127-129, 136, 

159, 164, 169, 171, 196, 250, 251, 253, 261, 262, 272, 274, 277, 280-282, 292, 294, 

295, 299, 300], включая задачи взаимодействия сваи и грунта [168, 170, 260, 277, 

284, 287]. Обзор моделирования при помощи дробного исчисления для 

геотехнической инженерии был сделан в работе Lai и др. [159], в котором 

подчеркивается, что модели с дробной производной продемонстрировали 

преимущества при описании наследственного поведения с длительной памятью и 

являются наиболее эффективными и точными подходами для описания реологии 

геотехнических процессов в различных типах почв, в том числе: в мягких грунтах 

[127-129, 250, 262, 282], глинах [93, 274, 300], горных породах [89, 90, 171, 272, 

294, 295] , оттаивающих мерзлых грунтах [164, 287] и водонасыщенных грунтах 

[66, 170, 282]. Обзор применения моделей вязкоупругости с дробными 

производными для описания свойств различных грунтов приведен в Таблице 1.  

  

Таблица 1.1 – Модели грунтов с дробной производной 

Название модели Вид грунта 

Модель Скотта-Блэра Скальные породы [129]; 

Мягкие глины [282]; 

Водонасыщенные грунты, почвы зоны оползней, 

мерзлые грунты, соляные породы [282] 

Модель Максвелла Скальные породы [272] 
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1.4 Пластинки на вязкоупругом основании 

В литературе имеются различные сведения об исследовании динамического 

поведения балок, пластин и оболочек, опирающихся на вязкоупругие основания с 

дробной производной. Первая статья в этой области была опубликована в 2001 

году Россихиным Ю.А. и Шитиковой М.В. [217], которые исследовали свободные 

изгибные колебания шарнирно опертой вязкоупругой балки, покоящейся на 

вязкоупругом основании Фусса-Винклера, свойства которого описываются 

обобщенной моделью стандартного линейного твердого тела с различными 

параметрами дробности. Позже, в 2004 году, Атанакович и Станкович [73] 

проанализировали устойчивость упругого стержня на основании по модели 

стандартного линейного твердого тела с дробной производной. В дальнейшем 

многие исследования были посвящены динамическому поведению балок, 

опирающихся на основания по моделям с дробной производной, но далее мы 

ограничимся только рассмотрением задач о динамическом взаимодействии 

пластин на вязкоупругом основании, поскольку они являются основным объектом 

исследования в данной диссертационной работе. 

Модель Кельвина-Фойгта Скальные породы [128]; 

Глины [93]; 

Оттаивающие мерзлые грунты [287]; 

Почвы [292, 299] 

Модель Пойнтинга-Томсона-

Ишлинского 

(модель Мерчанта) 

Многослойные водонасыщенные грунты [66]; 

 Шанхайская морская глина [274]; 

Глины Наньша  [300] 

Модель Зинера-Ржаницына Многослойная вязкоупругая пористая порода 

 [91] 

Модель Бюргерса Мягкая глина [127] 

Вязкоупруго-пластическая 

модель (модель Нишихара) 

Скальные породы  [89]; 

Соляные породы [90, 295]; 

Мягкая глина [262]; 

Каменная соль Чаншань [253]; 

Уголь [136] 
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Так, Zhu и др. [301] исследовали квазистатическую задачу о прямоугольной 

пластине, которая опирается на вязкоупругое основание типа Фусса-Винклера и 

подвергается воздействию равномерно распределенных нагрузок, при этом 

демпфирующие свойства основания описываются моделью Кельвина-Фойгта с 

дробной производной. Результаты исследования показывают, что вязкоупругая 

модель с дробной производной более адаптивна, чем классическая вязкоупругая 

модель. Влияние параметров модели на зависимость прогиба пластины от 

времени исследуется с помощью параметрического анализа. Модель Кельвина-

Фойгта с дробной производной также использовалась в работе [299] для учета 

поведения грунтового основания с течением времени при вертикальной линейной 

нагрузке. Аналитическое решение для вычисления осадки основания выводилось 

с использованием преобразования Лапласа. Результаты показывают, что по 

сравнению с классической моделью Кельвина-Фойгта модель с дробной 

проиводной может обеспечить более точный прогноз долгосрочных осадок 

грунтового основания. 

 Этот подход был недавно развит в работе [202], где была показана 

важность применения модели Кельвина-Фойгта с дробной производной для 

описания вязкоупругого основания типа Фусса-Винклера, поддерживающего 

упругую прямоугольную пластину Кирхгофа-Лява. В работе было 

проанализировано динамическое поведение пластины, к которой в центре 

приложена сосредоточенная ступенчатая нагрузка, для различных типов 

граничных условий: все четыре грани пластины шарнирно-оперты (SSSS), все 

грани защемлены (CCCC) или когда две грани шарнирно-оперты и две другие 

защемлены (SCSC). Авторы подчеркивают, что модель основания целого порядка 

переоценивает демпфирование системы «пластина-основание», что приводит к 

недооценке прогибов пластины и связанных с ними напряжений.  

Динамический анализ пластины с нелинейной жесткостью, опирающейся на 

основание, описываемое обобщенной моделью с дробным демпфированием, при 

случайном возбуждении, был проведен в работе [135]. Вязкоупругое основание 

моделировалось нелинейной пружиной, жесткость которой пропорциональна 
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кубической скорости перемещения, соединенной параллельно с элементом 

Скотта-Блэра, то есть при помощи нелинейной модели Кельвина-Фойгта с 

дробной производной. Определяющее дифференциальное уравнение получено 

методом Галеркина. Рассматривая далее только первую моду колебаний, авторы 

привели полученное уравнение к уравнению, описывающему динамическое 

поведение осциллятора Дуффинга при случайном возбуждении. Достоверность 

процедуры решения была подтверждена численно с использованием 

моделирования Монте-Карло. 

Демпфирующие свойства вязкоупругого основания типа Фусса-Винклера 

можно также описать другими моделями, а именно: моделью Максвелла с 

дробной производной, как это было сделано в [290] для долгосрочной оценки 

оснований круговой пластины на глинистых грунтах, а также при помощи модели 

стандартного линейного твердого тела с дробной производной, которая, как 

известно [59], может быть представлена двумя механическими схемами, но 

описывается одним и тем же реологическим уравнением.  

Так, поведение линейной упругой прямоугольной пластины с шарнирным 

опиранием по контуру на вязкоупругом основании типа Фусса-Винклера было 

исследовано в работе [288] с помощью модели Пойнтинга-Томсона-Ишлинского с 

дробными производными, которую авторы также называют дробной моделью 

Мерчанта. При этом использовался принцип соответствия с применением 

преобразований Лапласа для получения решений в замкнутой форме, 

описывающих динамическое поведение пластины при равномерно 

распределенной нагрузке. Прогиб плиты, изгибающий момент и реакция 

основания, рассчитанные с помощью модели с дробными производными, 

сравнивались с результатами, полученными с помощью аналогичной упругой 

модели и классической модели стандартного линейного твердого тела с 

производными первого порядка по времени. Подчеркивается, что песчаное 

основание имеет небольшое значение параметра дробности, в то время как для 

моделирования явления ползучести глиняного основания требуется большее 

значение порядка дробной производной. Результаты [288] показали, что данная 
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модель может использоваться для прогнозирования поведения конструкции 

плиты на многие десятилетия. 

Второй вариант модели стандартного линейного твердого тела, то есть 

модель Зинера-Ржаницына с дробной производной, используется в работе [289] 

для изучения динамического поведения равномерно нагруженной прямоугольной 

тонкой фундаментной плиты на основании Фусса-Винклера. Показано, что 

модель стандартного линейного тела с дробными производными может учитывать 

процессы первичной и вторичной консолидации грунта основания. 

В работах [144] и [135] отмечалось, что другой, наиболее часто 

используемой моделью упругого основания, является модель Пастернака. Эта 

модель была также обобщена для вязкоупругого случая с использованием 

дробного исчисления [85, 151-153]. Так, динамическое поведение прямоугольной 

упругой или вязкоупругой пластины на вязкоупругом основании, которое 

описывается двухпараметрической моделью Пастернака с демпфированием по 

модели Кельвина-Фойгта с дробной производной, анализируется в [151-153]. 

Разрешающие уравнения решались методом Галеркина и численным методом, 

корректность решений проверялась на примерах свободных колебаний. 

Взаимодействие между шарнирно опертой прямоугольной пластиной и 

основанием типа Пастернака, свойства которого задаются при помощи дробной 

модели Скотта–Блэра, рассматривалось в статье [85] для изучения перемещений и 

изгибающих моментов, изменяющихся во времени. На основе численных 

результатов авторы обнаружили, что порядок параметра дробности оказывает 

серьезное влияние на прогиб плиты и изгибающий момент, особенно на 

протяжении длительного периода времени. Также были изучены различия между 

моделями вязкоупругого основания Пастернака и Фусса-Винклера c 

производными дробного порядка. 

Колебания пластин с геометрической или физической нелинейностью 

изучались в [21, 68, 69, 157, 158], а также в работах других авторов, обзор 

которых можно найти в [21]. Однако, колебания пластин и балок на вязкоупругом 

основании на основе моделей с дробной производной изучались в большинстве 
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случаев в линейной постановке. Задачи о нелинейных колебаниях конструкций на 

вязкоупругом основании мало изучены, чаще всего решение представлено для 

балок на основании [102, 138, 189, 207]. 

Нелинейное динамическое поведение изотропных тонких прямоугольных 

пластин, опирающихся на упругие линейные основания Фусса-Винклера, 

Пастернака и нелинейно-упругое основание Фусса-Винклера, было рассмотрено в 

[99]. Для решения задачи использовались основные уравнения фон Кармана, 

выраженные через функцию поперечного прогиба и функцию напряжений. 

Прогиб аппроксимирован при помощи одночленной формы колебаний, 

удовлетворяющей граничным условиям. Для получения дифференциального 

уравнения прогиба в центре пластины использовался метод Галеркина. 

Рассмотрены защемленные по контуру и шарнирно-опертые пластины с 

подвижным и неподвижным закреплением в плоскости для каждой грани. 

 

1.5 Выводы по первой главе 

1. В литературе встречается большое разнообразие названий одних и тех же 

моделей вязкоупругости, и зачастую многие авторы некорректно цитируют друг 

друга, не ссылаясь на первоисточники. Одной из основных ошибок в 

общепринятой классификации вязкоупругих моделей является некорректное 

авторство моделей стандартного линейного твердого тела. Сравнительный анализ 

работ российских и западных ученых показывает, что правильными названиями 

для двух вариантов стандартного линейного твердого тела должны быть 

следующие: модель Пойнтинга–Томсона–Ишлинского и модель Зинера–

Ржаницына, поскольку эти ученые первыми представили графические схемы и 

математические уравнения для соответствующих моделей. 

2. В настоящее время различные модели вязкоупругости c дробными 

производными используются в механике грунтов для рассмотрения вязкоупругих 

свойств каркаса грунта, включая задачи взаимодействия сваи и грунта. Модели с 

дробной производной продемонстрировали преимущества при описании 

наследственного поведения с длительной памятью и являются наиболее 
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эффективными и точными подходами для описания реологии геотехнических 

процессов в различных типах почв. 

3. Влияние реакции основания на динамическое поведение конструкций 

представляет общий интерес для инженеров и ученых в течение последних 

нескольких десятилетий. Большая часть научных трудов по динамике пластин на 

вязкоупругом основании на основе моделей с дробной производной 

рассматривалось в линейной постановке. Задачи о нелинейных колебаниях 

конструкций на вязкоупругом основании при воздействии различных видов 

внешней нагрузки мало изучены, решение для которых было представлено чаще 

всего для балок на основании.  
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ГЛАВА 2. АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ УПРУГОЙ 

ПЛАСТИНКИ НА ВЯЗКОУПРУГОМ ОСНОВАНИИ ПРИ ПОМОЩИ 

РЕОЛОГИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

 

2.1. Постановка задачи 

Рассмотрим прямоугольную упругую пластинку, шарнирно опертую по 

контуру, со сторонами a и b на вязкоупругом основании под действием 

поперечной нагрузки ( , , )q q x y t , зависящей от координат (x,y) и времени t 

(Рис.2.1). Вязкоупругие свойства основания Фусса-Винклера могут быть описаны 

различными моделями вязкоупругости, а именно: моделью Кельвина-Фойгта 

(Рис.2.1а), моделью Максвелла (Рис. 2.1б), моделью стандартного линейного 

твердого тела (схема Зинера-Ржаницына на Рис. 2.1в и схема Пойнтинга-Томсона-

Ишлинского-Мерчанта на Рис. 2.1г). 

 

Рисунок 2.1 - Схема прямоугольной пластинки на вязкоупругом основании 

Фусса-Винклера, демпфирующие свойства которого описываются при помощи 

моделей с дробными производными: а) модель Кельвина-Фойгта; б) модель 

Максвелла; в) модель Зинера-Ржаницына; г) модель Пойнтинга-Томсона-

Ишлинского-Мерчанта. 
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Следует отметить, что модель Максвелла подходит для вязкоупругих 

жидкостей, тогда как модели Кельвина-Фойгта и стандартного линейного 

твердого тела используются для описания свойств грунтов, которые 

моделируются как вязкоупругие твердые тела. 

Помимо моделей вязкоупругих оснований типа Фусса-Винклера, 

приведенных на рис. 2.1, будем использовать модель вязкоупругого основания 

типа Пастернака (Рис.2.2). 

 

Рисунок 2.2 - Схема прямоугольной пластинки на вязкоупругом основании 

Пастернака, демпфирующие свойства которого описываются при помощи модели 

Кельвина-Фойгта с дробной производной. 

 

Уравнение движения пластинки фон Кармана, колеблющейся в 

вязкоупругой окружающей среде под действием гармонической нагрузки, 

относительно поперечного прогиба ( , , )w w x y t  получено путем обобщения 

уравнений фон Кармана [142] за счет включения слагаемых, описывающих 

реакцию основания и силу сопротивления окружающей среды [25, 60, 239, 243]:  

 

2 2 2 2 2 2 2
4

1 22 2 2 2 2
2

w w w w
D w h q F F

t x y y x x y x y

  


      
       

        
,              (2.1) 
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где h  – толщина пластинки, 4 4 4 4 2 2 4 4/ 2 / /x x y y            – 

бигармонический оператор, ( , , )x y t  - функция напряжений Эйри, которая 

связана с прогибом пластинки соотношением [7] 

 

2 2 2
4

2 2

w w w
Eh

x y x y


    
    

      

,                       (2.2) 

3

212(1 )
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D





 – цилиндрическая жесткость,  , E  и    – коэффициент Пуассона, 

модуль упругости и плотность материала пластинки, 

0 0( ) ( )cos Fq F x x y y t      – внешняя нагрузка, F  и F  – амплитуда и частота 

внешней гармонической силы,    0 0x x y y    – дельта-функция Дирака, 

1

1 1æF D w  – сила сопротивления вязкоупругой среды, свойства которой 

описываются при помощи модели Кельвина-Фойгта с дробной производной 

Римана-Лиувилля порядка   (0 1)  , когда 1   [51, 222] 

0

( ') '
( ) = ,

(1 ) '

td x t t dt
D x t

dt t







                                            (2.3) 

(1 )   – гамма-функция, 1  и 1

1 0 1æ E   – время ретардации и коэффициент 

демпфирования вязкоупругой среды, 0E  - релаксированное значение модуля 

упругости. 

Реакция вязкоупругого основания 2F  в уравнении (2.1) описывается  

(1) либо при помощи модели Фусса-Винклера 2F w , 

(2) либо при помощи модели Пастернака 2 2 2

2 2 0F w G D w      , 

где 
2 2 2 2 2/ /x y        - оператор Лапласа, G  - модуль сдвига для модели 

Пастернака. 

Также предположим, следуя [217, 220], что оператор податливости 

вязкоупругого основания   описывается либо моделью Кельвина-Фойгта с 
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дробной производной, либо моделью стандартного линейного твердого тела с 

дробной производной Римана-Лиувилля 0D

  (2.3), когда 2  : 

 2

0 21 D    ,                                            (2.4) 

                         
2

2 0

1
1

1 D
 

  






 
  

 
,                                            (2.5) 

где 0  и  - релаксированное и нерелаксированное значения коэффициента 

податливости основания, 
1

  

  , 0      - величина, характеризующая 

уменьшение коэффициента податливости от его нерелаксированного значения до 

релаксированного, 2  - время ретардации для вязкоупругого основания по модели 

Кельвина-Фойгта и время релаксации вязкоупругого основания по модели 

стандартного линейного твердого тела. 

 Граничные условия для пластинки, шарнирно опертой по контуру, имеют 

вид: 

2 2

2 2
при 0 и , 0; при 0 и , 0.

w w
x a w y b w

x y

 
     

 
              (2.6) 

В процессе нелинейных колебаний пластинки на вязкоупругом основании 

может возникнуть явление внутреннего резонанса, в связи с этим предположим, 

что в процессе колебаний доминируют две собственные моды, связанные 

некоторым соотношением, а остальные формы колебаний быстро затухают           

[186, 188]. Тогда выражение для прогиба пластинки можно записать в следующем 

виде: 

 

   
1 1 2 21 2

1 1 2 2
1 2

( , , ) = ( ) , ( ) ,

( )sin sin ( )sin sin ,

m n m nw x y t x t W x y x t W x y

m x n y m x n y
x t x t

a b a b

   

 

 
           (2.7) 

где ( ) ( 1,2)ix t i    – обобщенные перемещения, соответствующие перемещениям 

мод колебаний с номерами 1 1m n  и 2 2m n  соответственно, и  ,
i im nW x y  – 

собственные функции, удовлетворяющие граничным условиям (2.6).  
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Подставляя соотношения (2.7) в уравнение (2.2) с учетом граничных 

условий (2.6) и интегрируя на отрезках 0 x a   и 0 y b   с учетом свойства 

ортогональности собственных функций, получим выражение для функции 

напряжений в виде: 

 

 

2

2 2 2 2

1 11 21 1 21 11 1 11 11 1 21 21 1 2

( , , ) ( )

1
( ) ( ) ,

4

ipq ip iq i

i p q

x y t Eh X Y x t

B M N C M N M N D M N x t x t

 


 



     




                   (2.8) 

где 
b

a
  , , 1,2, cos , cosi i i

i ip iq

i

m pm x qn y
i X Y

n a b

 
     ,    

1 2 1 2
1 2

( ) ( )
cos , cosp p

p m m x p m m x
M M

a a

  
  ,

2 2

02 20 2 2

1
, ,

32 32

i
i i

i

 
 

 
 

1 2 1 2
1 2

( ) ( )
cos , cosq q

q n n y q n n y
N N

b b

  
  ,  

 

   
1 2 2 1

1 2 22

1 2 1 2

m n m n

m m n n






 

  
,       

 

   
1 2 2 1

1 2 22

1 2 1 2

m n m n
B

m m n n








  
,  

 

   
1 2 2 1

1 2 22

1 2 1 2

m n m n
C

m m n n








  
,       

 

   
1 2 2 1

1 2 22

1 2 1 2

m n m n
D

m m n n








  
. 

 

При выводе дифференциальных уравнений также будем учитывать 

фильтрующее свойство дельта-функции: 

 
0 0 0 0( ) ( ) ( , ) ( , )x x y y f x y dxdy f x y    ,    (2.9) 

 
0 0

0 0

cos ( ) ( )sin sin

sin sin cos .

F

F

mx ny
F t x x y y dxdy

a b

mx ny
F t

a b

 
 

 

   

 


  (2.10) 

Подставляя соотношения для функции прогиба пластинки (2.7) и функции 

напряжений Эйри (2.8) в уравнение движения (2.1) и интегрируя на отрезках 

0 x a   и 0 y b  , получим следующую систему нелинейных 

дифференциальных уравнений относительно обобщенных перемещений: 
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(1) для основания Фусса-Винклера по модели стандартного линейного твердого 

тела  

1

2 1 22 * 3 2 *0 1
1 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1

1 1

1 ( ) ( )

4
sin sin cos 0,F

E
x x x x x x D x x

h h h

F x y
m n t

ab h a b


  

  

  
    

  

 


           

  

         (2.11) 

1

2 1 22 * 3 2 *0 1
2 2 2 2 2 3 2 4 2 1 2 2 2

2 2

1 ( ) ( )

4
sin sin cos 0,F

E
x x x x x x D x x

h h h

F x y
m n t

ab h a b


  

  

  
    

  

 


           

  

      (2.12) 

(2) для основания Пастернака по модели Кельвина-Фойгта  

 

1

2 1 2 2

2

2

2 * 3 2 0 1 0
1 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1

2
2 2 22

1 1 1 1 12

1 ( )

4
sin sin cos 0,F

E
x x x x x x D x D x

h h h

G F x y
m n D x m n t

hb ab h a b


   






  
   

  

 
  

 

          

    

          (2.13) 

   

 

1

2 1 2 2

2

2

2 * 3 2 0 1 0
2 2 2 2 2 3 2 4 2 1 2 2 2

2
2 2 22

2 2 2 2 22

1 ( )

4
sin sin cos 0,F

E
x x x x x x D x D x

h h h

G F x y
m n D x m n t

hb ab h a b


   






  
   

  

 
  

 

          

    

         (2.14)   

Для перехода к уравнениям в безразмерном виде, введем следующие 

безразмерные величины (обозначенные звездочками) [293]:  

 
1/2 2

* *

2 2

( )
, ( 1,2), , , .

12 (1 )
i i

ab h E x y
x x i t t x y

h ab a b



 

     


  (2.15) 

Тогда получим следующие системы уравнений в безразмерном виде: 

(1) для основания Фусса-Винклера по модели стандартного линейного твердого 

тела [244] 

  1 1 2* *2 * * *3 * *2 * * * * *

1 1 1 1 1 2 1 2 0 1 1 2 1

* * * * *

1 0 1 0

( )

4 sin sin cos 0,F

x x x x x E D x x

F m x n y t

  

       

 

         

  
                (2.16) 

  1 1 2* *2 * * *3 * *2 * * * * *

2 2 2 3 2 4 2 1 0 1 1 2 2

* * * * *

2 0 2 0

( )

4 sin sin cos 0,F

x x x x x E D x x

F m x n y t

  

       

 

         

  
              (2.17) 
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(2) для основания Пастернака по модели Кельвина-Фойгта [244] 

 

 

1 1 2 2

2 2

* *2 * * *3 * *2 * * * *

1 1 1 1 1 2 1 2 0 1 1 0 2 1

* 2 2 2 2 * * * * * *

2 1 1 0 1 1 0 1 04 sin sin cos 0,F

x x x x x E D x D x

G m n D x F m x n y t

   

 

     

    





      

    
          (2.18) 

              
 

 

1 1 2 2

2 2

* *2 * * *3 * *2 * * * *

2 2 2 3 2 4 2 1 0 1 2 0 2 2

* 2 2 2 2 * * * * * *

2 2 2 0 2 2 0 2 04 sin sin cos 0,F

x x x x x E D x D x

G m n D x F m x n y t

   

 

     

    





      

    
         (2.19)   

где  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 04 3 4 3 4 3

2 2 2 3/2 2

4 3 2 4 5

12 (1 ) 12 (1 ) 12 (1 )
, , ,

12 (1 ) 12 (1 ) 12( ) (1 )
, , ,F F

a b a b a b
E E

Eh Eh Eh

a ab ab
G G F F

Eh h E Eh

  
   

  

   

  

  

 

  

  
  

  
      

i  – коэффициенты при нелинейных членах уравнений, представленные в 

Приложении В, 
2 2 2

* i i
i

m n




   – собственные частоты линейных колебаний 

пластинки и 2*

2( )

   - безразмерный дробный оператор Работнова Ю.Н., 

записываемый в виде [222] 

2

2 2

*

2

2 0

1
( ) .

1 D



  


 

 


                                         (2.20) 

          Следует заметить, что уравнения для основания Фусса-Винклера по модели 

Кельвина-Фойгта были впервые представлены в [21, 60]. Уравнения для 

свободных колебаний являются частным случаем уравнений (2.16)-(2.19) при 

0.F   Решение уравнений (2.16)-(2.19) можно получить при помощи различных 

численных методов, однако ни один из них не позволяет качественно исследовать 

такие нелинейные явления, как сильное взаимодействие мод колебаний с 

близкими значениями собственных частот, приводящее к различным видам 

внутренних резонансов и перекачке энергии. 

2.2 Метод решения  

Разрешающие уравнения (2.16)-(2.17) и (2.18)-(2.19) с операторами 

дробного порядка можно решить с помощью метода разложения дробного 
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оператора [237], который является обобщением метода многих временных 

масштабов [35], впервые предложенный для разложения дробной производной в 

[215]. 

Профессор А.Х. Найфэ в своих знаменитых монографиях "Методы 

возмущений" [35] и "Нелинейные колебания" [187] подчеркивал, при изучении 

вынужденных колебаний следует различать четыре случая в зависимости от того, 

является ли возбуждение (внешняя сила) «мягким» или «жестким», резонансным 

или нерезонансным. 

 В его работах также показано, что при изучении внешнего резонанса 

«чтобы получить равномерно пригодное приближенное решение такой задачи, 

необходимо задать порядок малости возбуждения так, чтобы оно возникало при 

появлении демпфирования и нелинейности». С этой целью рассмотрим сначала 

случай мягкого внешнего возбуждения и представим слагаемые с силой в виде 

[244] 

 
3 * * *

0 0sin sin ( 1, 2)i i if F m x n y i    .  (2.21) 

При этом принимаются следующие коэффициенты при силах 

демпфирования среды  

12 *

1 0 1E                                                                       (2.22) 

и основания Фусса-Винклера по модели Кельвина-Фойгта 

     22 *

2 0 2 ,                                                                        (2.23) 

или модели стандартного линейного твердого тела 

     
2 *

2 ,                                                                        (2.24) 

а также основания Пастернака 

                                  22 * 2 2 2 2

3 2 ,i iG m n                                                       (2.25) 

где   - малый параметр, 
i  и 

if  - конечные величины. 

Заметим, что принятый порядок малости для внешних сил и сил 

демпфирования среды и основания согласуется с представлениями о внешнем 

резонансе [187]; а именно, ожидается, что в системе со слабым демпфированием 

возбуждение с малой амплитудой вызывает отклик с относительно большой 

амплитудой. 
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Подставляя безразмерные величины, а также соотношения (2.21)-(2.25) в 

уравнения (2.16)-(2.19) и опуская звездочки у безразмерных величин, получим 

следующие уравнения: 

(1) для основания Фусса-Винклера по модели стандартного линейного твердого 

тела [244] 

   1 22 3 2 2 2 * 3

1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1( ) 4 cos 0,Fx x x x x D x x f t 

                             (2.26) 

1 22 3 2 2 2 * 3

2 2 2 3 2 4 2 1 1 2 2 2 2 2( ) 4 cos 0,Fx x x x x D x x f t 

                          (2.27) 

(2) для основания Пастернака по модели Кельвина-Фойгта [244] 

1 2 22 3 2 2 2 2 3

1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 3 0 1 14 cos 0,Fx x x x x D x D x D x f t                        (2.28)

1 2 22 3 2 2 2 2 3

2 2 2 3 2 4 2 1 1 2 2 2 3 0 2 24 cos 0,Fx x x x x D x D x D x f t                      (2.29)   

где 1  и 2  – безразмерные частоты колебаний механической системы 

«пластинка + вязкоупругое основание» для модели Кельвина-Фойгта 

 
2 2

0i i    ,  (2.30) 

и модели стандартного линейного твердого тела 

 
2 2 .i i     (2.31) 

Приближенное решение уравнений (2.16)-(2.17) и (2.18)-(2.19) можно 

записать в виде разложения по новым временным масштабам в следующем виде: 

3

1 0 2 3 0 2( ) = ( , ) ( , ) ... ( 1,2)i i ix t X T T X T T i    ,                   (2.32) 

где 
0T t  - быстрое время, характеризующее движения с собственными частотами  

линейных колебаний, и 2

2T t  - медленное время, характеризующее модуляцию 

амплитуд и фаз нелинейных колебаний. 

Следует заметить, что в разложении (2.32) отсутствуют медленный масштаб 

1 0T T , а также слагаемые 
2

2iX , поскольку изучается кубическая нелинейность. 

Если учесть 
1T  и 

2iX , то можно обнаружить, что решение не зависит от 
1T  и что 
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2iX  удовлетворяет точно тем же уравнениям, что и 
1iX . Поэтому 

2iX  можно 

опустить без потери общности выкладок. 

При решении уравнений обобщенным методом многих временных 

масштабов, производные по времени первого, второго и дробного порядков 

раскладываются в ряд по малому параметру [215, 237] в следующем виде: 

 
2

2 2 2

0 2 0 0 22
= ..., = 2 ...

d d
D D D D D

dt dt
     ,  (2.33) 

  2 2 1

0 2 0 0 2= ... ...
d

D D D D D
dt




     
     

 
,              (2.34) 

где /n nD T   . 

Заметим, что [51] 

 
( ') '

.
( ') (1 )

td d t dt
D

dt dt t t








 






 
  

   
   (2.35) 

Но поскольку процесс колебаний начинается в момент времени 0t  , 

выражение для дробной производной 
0

D 


 Римана-Лиувилля (2.3) следует 

изменить. 

В работе [221] было показано, что несмотря на то, что дробные 

производные (2.35) и (2.3) экспоненциальной функции 
te

 имеют разные 

выражения 

 
t tD e e   


   (2.36) 

и  

 
0

0

sint t utx u
D e e e du

u



    


 






 


 , (2.37) 

при рассмотрении приближений только нулевого и первого порядков вторым 

слагаемым в соотношении (2.37) можно пренебречь. 

Безразмерный дробный оператор Ю.Н. Работнова также можно разложить в 

ряд по малому параметру, в результате чего получим [227]: 
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1
* 1 2 1

0 0 0 2

0

1 2 2 1

0 0 0 2

1
( ) (1 ) 1 ( )

1

(1 ) (1 ) ...

D D D D
D

D D D D

     

  

     

    


    


 





  

         

    

         (2.38) 

После подстановки (2.32) с учетом соотношений (2.33), (2.34) и (2.38) в 

(2.16)-(2.17) и (2.18)-(2.19) и приравнивания коэффициентов при одинаковых 

степенях   к нулю, получим следующие системы уравнений: 

порядка    

 2 2

0 11 1 11 0D X X  ,  (2.39) 

 2 2

0 21 2 21 0D X X  ,  (2.40) 

порядка 
3   

(1) для основания Фусса-Винклера по модели стандартного линейного 

твердого тела 

 
 

1 2 22 2 1

0 13 1 13 0 2 11 1 0 2 2 0 11

3 2

1 11 2 11 21 1 0

2 (1 )

4 cos ,F

D X X D D X D D X

X X X f T

     

 

      

   
     (2.41) 

 
 

 

1 2 22 2 1

0 23 2 23 0 2 21 1 0 2 2 0 21

3 2

3 21 4 21 11 2 0

2 (1 )

4 cos ,F

D X X D D X D D X

X X X f T

     

 

      

   
     (2.42) 

(2) для основания Пастернака по модели Кельвина-Фойгта 

 
 

 

1 2 22 2

0 13 1 13 0 2 11 1 0 2 0 3 0 11

3 2

1 11 2 11 21 1 0

2

4 cos ,F

D X X D D X D D D X

X X X f T

     

 

      

   
     (2.43) 

 
 

 

1 2 22 2

0 23 2 23 0 2 21 1 0 2 0 3 0 21

3 2

3 21 4 21 11 2 0

2

4 cos ,F

D X X D D X D D D X

X X X f T

     

 

      

   
     (2.44) 

Решение уравнений (2.39)-(2.40) будем искать в виде 

        1 2 0 2 0exp expj j j j jX A T i T A T i T    ,  (2.45) 

где  2jA T  1,2j   – неизвестные комплексные функции и  2jA T  – комплексно-

сопряжённые функции с  2jA T . 
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Для того чтобы решить системы уравнений (2.41)-(2.42) и (2.43)-(2.44), 

необходимо определить действие дробной производной 0
iD


  (2.3) и безразмерного 

дробного оператора Работнова 2*

2( )

   (2.20) на функции 1jX , т.е. вычислить 

0
i

i t
jD e




и 

2 2

2 0

1

1

i t
je

D



  
. Как было показано в работах [220, 227], данные 

выражения сводятся к следующему виду: 

 0 ,j ji t i t

jD e i e
  

                                                   (2.46) 

 
2 2 2

2 0 2

1 1
.

1 1 ( )

j ji t i t

j

e e
D i

 

    


 
                                         (2.47) 

Подставляя решение (2.45) в уравнения (2.41)-(2.42) и (2.43)-(2.44) с учетом 

выражений (2.46)-(2.47), получим следующие соотношения:  

(1) для основания Фусса-Винклера по модели стандартного линейного твердого 

тела 

 

     

   

      
 

1 22

2 2
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1 1 2 2 1 1 1 0

2

1 1 1 0 1 1 0 1

2 2
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1 0

2 exp
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 (2.48) 

 

     

   

      
 

1 22

2 2

0 23 2 23 2 2 2 2 0

1

1 2 2 2 2 2 2 0

2

3 2 2 0 2 2 0 2

2 2

4 1 1 2 0 1 1 2 0 1 2 1 0 2

2 0

2 exp

(1 ) exp

exp 3 3 exp

exp 2 2 exp exp 2

2 exp .F

D X X i D A i T

i i A i T

A i T A i T A

A i T A A i T A i T A

f i T cc

 

  

     

  

     



   

    
 

    

           

  

 (2.49) 

(2) для основания Пастернака по модели Кельвина-Фойгта 



60 
 

 

       

   

      
 

1 2 2

2 2

0 13 1 13 1 2 1 1 0

1 1 2 1 3 1 1 1 0

2

1 1 1 0 1 1 0 1

2 2

2 2 1 2 0 2 2 1 0 2 1 2 0 1

1 0

2 exp

exp

exp 3 3 exp

exp 2 2 exp exp 2

2 exp ,F
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 (2.51) 

где cc  обозначает комплексно-сопряженную часть к предыдущим членам 

уравнения. 

Анализ уравнений (2.48)-(2.49) и (2.50)-(2.51) показывает, что возможен 

случай возникновения внутреннего резонанса один-к-одному, когда какие-либо 

две частоты колебаний из плоскости пластинки в направлениях x и y близки друг 

к другу 

2

1 2 1,                                                (2.52) 

в сочетании с внешним резонансом: 

 2

1 2 ,F        (2.53) 

где 
i  – параметры «расстройки» между значениями частот. 

 Для того чтобы исключить вековые члены из уравнений (2.48)-(2.49) и 

(2.50)-(2.51), записываются следующие системы уравнений: 

(1) для основания Фусса-Винклера по модели стандартного линейного твердого 

тела 

                   
   

   

1 22 1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1

2

2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 (1 ) 3

exp 2 2 2 exp 0,

i D A i i A A A

A A i T A A A f i T

       

   

     
 

    
    (2.54) 
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1 22 1 2

2 2 2 1 2 2 2 2 2 3 2 2

2

4 2 1 1 2 4 2 1 1 2 1 2 2

2 (1 ) 3

exp 2 2 2 exp ( ) 0;

i D A i i A A A

A A i T A A A f i T

       

    

     
 

    
            (2.55) 

(2) для основания Пастернака по модели Кельвина-Фойгта 

                   
     

   

1 2 2 2

1 2 1 1 1 2 1 3 1 1 1 1 1

2

2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 3

exp 2 2 2 exp 0,

i D A i i i A A A

A A i T A A A f i T

  
       

   

     
 

    
    (2.56) 

     

   

1 2 2 2

2 2 2 1 2 2 2 3 2 2 3 2 2

2

4 2 1 1 2 4 2 1 1 2 1 2 2

2 3

exp 2 2 2 exp ( ) 0.

i D A i i i A A A

A A i T A A A f i T

  
       

    

     
 

    
            (2.57) 

С целью устранения 
1 2exp( 2 )i T  из уравнений (2.54)-(2.55) и (2.56)-(2.57) 

введем замену 

 
2 2 2 1 2( ) exp( ).A T A i T   (2.58) 

Записывая функции 
1A  и 

2A  в полярной системе координат  

2( )

2 2( ) ( ) ii T

i iA T a T e


 ,                                           (2.59) 

где 
2( )ia T  и  

2( )i T  - функции амплитуд и фаз нелинейных колебаний, умножая 

уравнения (2.54) и (2.56) на 1A  и уравнения (2.55) и (2.57) на 2A , соответственно, 

затем складывая и вычитая комплексно-сопряженные к ним уравнения, приходим 

к следующей системе уравнений [244]: 

  2 2 1 2 2 1

1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1sin 2 sin ,a s a a a f a          (2.60) 

  2 2 1 2 2 1

2 2 2 2 4 1 2 2 2 2 2sin 2 sina s a a a f a        ,  (2.61) 

  
11 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 1 1

1 3 1
cos cos

2 2 2
a a a f a          

       ,          (2.62) 

 
11 2 1 2 1 2

2 2 3 2 2 4 2 1 4 2 1 2 2 2 2 1

1 3 1
cos cos

2 2 2
a a a f a           

        ,  (2.63) 

где 
2 12( )     - сдвиг фаз колебаний, 

2 2= ,i i T    а коэффициенты 
is  и 

i  в 

уравнениях (2.60)-(2.63) имеют вид: 
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(1) для основания Фусса-Винклера по модели стандартного линейного твердого 

тела 

1

1

2 2

2

2

1 1

1 1 2

1 1

1 1 2

2

2 2 2

2 2

2 2

= sin sin ,

= cos cos ,

1
= ( =1,2), 1 2( ) cos ( ) ,

2

( ) sin
tan .

1 ( ) cos

i i i i i

i i i i i

j j i i i

i
i

i

s R

R

j R





 





   

    

      

  

  

 

 

 

 

  

 


   (2.64)   

(2) для основания Пастернака по модели Кельвина-Фойгта 

1 2 2

1 2 2

1 1 1

1 1 2 2 3 2

1 1 1

1 1 2 2 3 2

= sin sin sin ,

= cos cos cos .

i i i i

i i i i

s   

  

        

         

  

  

 

 
                        (2.65)   

Согласно определяющим уравнениям (2.60)-(2.63), для всех случаев 

вязкоупругого основания получены одни и те же определяющие уравнения с 

точностью до коэффициентов (2.64) и (2.65) для различных моделей. 

Коэффициенты затухания в полученных уравнениях зависят от собственных 

частот линейных колебаний 
i  и реологических параметров основания и среды. 

При больших временах релаксации материала основания 
2 ,   

2i    и 

2

2( )i iR   , и коэффициенты 
is  и 

i  для модели стандартного линейного 

твердого тела (2.64) совпадают с коэффициентами для модели Кельвина-Фойгта 

[60]. 

В случае мягкого нерезонансного возбуждения в процессе колебаний 

пластины будет возникать только внутренний резонанс, связывающий 

собственные моды колебаний, без сочетания с внешним резонансом. Выражения 

для определения нелинейных амплитуд и фаз в данном случае примут вид 

выражений (2.60)-(2.63) при 0if  , что совпадает со случаем свободных 

колебаний. Таким образом, наличие мягкого нерезонансного возбуждения не 

влияет в первом приближении на амплитуды и фазы колебаний, а собственные 

колебания системы преобладают над вынужденными.  
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2.2.1 Метод вариации произвольной постоянной  

Аналитическое решение системы нелинейных уравнений (2.60)-(2.63) можно 

получить при помощи метода вариаций произвольных постоянных. Тогда в 

качестве начального приближения рассмотрим однородную часть системы (2.60)-

(2.63): 

 1 1 1

1
= 0,

2
a s a   (2.66) 

 1 1

1
= 0,

2
    (2.67) 

 2 2 2

1
= 0,

2
a s a   (2.68) 

 2 2

1
= 0,

2
    (2.69) 

решение которой имеет вид 

 
1

1 22
1 10= ,

s T
a a e



                                                      (2.70) 

 1 1 2 10

1
= ,

2
T     (2.71) 

 
1

2 22
2 20= ,

s T
a a e



  (2.72) 

 2 2 2 20

1
= ,

2
T     (2.73) 

где 0ia  и 
0 ( 1,2)i i   – значения амплитуд и фаз колебаний в начальный момент 

времени, которые следует определять из начальных условий.  

        Подставляя теперь решение на нулевом шаге (2.70)-(2.73) в исходную 

систему уравнений (2.60)-(2.63), получим 
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  (2.77) 

где  0 20 10= 2    – начальный сдвиг фаз колебаний, 
2 1=     и 

2

1
( 1,2).

2
i i i       

Решение полученных уравнений (2.74)-(2.77) имеет вид: 
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 (2.80) 
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 (2.81) 

В полученных уравнениях произвольные константы могут быть выбраны 

таким образом, чтобы начальные условия всех последующих приближений были 

нулевыми. Тогда для решения на первом шаге константы принимают вид: 
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. 

Таким образом, соотношения (2.78)-(2.81) описывают аналитическое 

решение системы уравнений (2.60)-(2.63) с точностью до первого приближения 

при любых значениях параметров дробности 
1  и 

2 , отличных от нуля. 

2.3 Численные исследования 

Для решения полученной системы уравнений (2.60)-(2.63) также 

использовался численный метод Рунге-Кутта четвертого порядка, на основе 

которого был составлен алгоритм, записанный в государственном реестре 

программ для ЭВМ для случаев свободных и вынужденных колебаний пластины 

[28].  

Для подтверждения достоверности результатов было проведено сравнение 

аналитического и численного решения исходной системы уравнений, полученной 

при помощи двух методов. В качестве первого примера была рассмотрена 

квадратная пластинка при 
1 1 2 21, 3, 3, 1.m n m n     Собственные частоты в 

этом случае определяются как 
1 2 10   , и параметр расстройки между ними 

не учитывается. На рисунке 2.3 представлено сравнение безразмерных амплитуд 

свободных затухающих колебаний пластины, полученных при помощи 

численного метода Рунге-Кутта четвертого порядка и аналитического метода 

вариации произвольной постоянной для различных значений параметров 

дробности. 
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Рисунок 2.3 - Зависимость безразмерных амплитуд колебаний от времени 2T  

для основания Фусса-Винклера по модели стандартного линейного твердого тела 

а) решение методом Рунге-Кутта четвертого порядка; б) решение методом 

вариации произвольной постоянной;
1a  - пунктирная линия, 

2a  - сплошная линия. 

Из графиков на Рис. 2.3 видно качественное сходство результатов, 

полученных при помощи двух методов, а более точное количественное сходство 

можно получить при проведении большего числа итераций в методе вариаций 

произвольных постоянных, что существенно увеличивает трудоемкость расчетов. 

Также следует заметить, что система уравнений (2.78)-(2.81), полученная при 

помощи метода вариаций произвольных постоянных, не позволяет построить 

решение для упругого основания и окружающей среды при 
1 2 0   . В связи с 

этим далее в диссертационной работе использовался метод Рунге-Кутта 

четвертого порядка для решения систем разрешающих уравнений, так как он 

позволяет получить точные результаты, а также проанализировать решение при  

любых значениях параметров дробности в диапазоне 0 1i  . 

На Рис. 2.4 представлены зависимости амплитуд свободных колебаний 

пластинки на вязкоупругом основании с демфирующими свойствами по модели 

стандартного линейного твердого тела для случая внутреннего резонанса 1:1 для 

различных параметров дробности среды и основания. Из Рис. 2.4 следует 

уменьшение безразмерных амплитуд нелинейных колебаний с увеличением 

параметра дробности вязкоупругого основания и окружающей среды, а также 

прослеживается энергообмен между взаимодействующими модами колебаний.  
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Сравнительный анализ амплитуд свободных и вынужденных колебаний 

пластинки представлен на Рис. 2.5 для случаев основания Фусса-Винклера по 

модели Кельвина-Фойгта и модели стандартного линейного твердого тела. 

Начальные условия приняты следующие: 
1 2 1.5.a a   На рис. 2.5 показан обмен 

энергией между взаимодействующими модами колебаний для свободных 

незатухающих и затухающих колебаний соответственно при 
1 2 0    (Рис. 2.5а) 

и 
1 20.1, 0.4    (Рис. 2.5б). На Рис. 2.5а хорошо видны следующие отличия: 

период колебаний для модели Кельвина-Фойгта больше, чем у модели 

стандартного линейного твердого тела, но, в свою очередь, диапазон изменения 

амплитуды у последней модели выше, что следует учитывать при расчете 

конструкций. Из Рис. 2.5б видно, что затухание колебаний по модели 

стандартного линейного твердого тела происходит быстрее, чем по модели 

Кельвина-Фойгта, а значит, чем выше вязкость среды, тем правильнее 

использовать модель Кельвина-Фойгта в расчетах конструкций, так как значения 

амплитуд колебаний больше. На Рис. 2.5в,г показаны незатухающие и 

затухающие вынужденные колебания при 20f   в безразмерном виде для случая, 

когда не учитывается параметр расстройки между собственной частотой 

колебаний и частотой внешней силы.  
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Рисунок 2.4 - Зависимость безразмерных амплитуд колебаний от времени 2T  

для основания Фусса-Винклера по модели стандартного линейного твердого тела: 

1a  - пунктирная линия, 
2a  - сплошная линия. 
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Рисунок 2.5 - Сравнение моделей Кельвина-Фойгта и стандартного 

линейного твердого тела: свободные колебания при а) 1 2 0    и б) 

1 20.1, 0.4   ; вынужденные колебания при в) 1 2 0    и г) 
1 20.1, 0.4   , 

где 
1a  - пунктирная линия, 

2a  - сплошная линия. 

Сравнительный анализ моделей вязкоупругого основания Фусса-Винклера и 

Пастернака представлен на Рис. 2.6 для свободных затухающих колебаний 

пластинки при 
1 20.1, 0.2   . Из Рис. 2.6 видно, что все модели практически 

эквивалентны, но амплитуды для моделей основания Фусса-Винклера затухают во 

времени медленнее, чем амплитуды для модели основания Пастернака, поэтому 

представляют больший интерес для дальнейших исследований. 
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Рисунок 2.6 – Сравнение моделей Фусса-Винклера и Пастернака, где 
1a  - 

пунктирная линия, 
2a  - сплошная линия. 

На Рис. 2.7 показаны графики зависимости перемещений пластинки от 

времени для модели стандартного линейного твердого основания типа Фусса-

Винклера. Из Рис. 2.7 следует уменьшение безразмерных перемещений 
iX  

шарнирно опертой пластины с увеличением параметров дробности окружающей 

среды и вязкоупругого основания. 

 

Рисунок 2.7 - Зависимость безразмерных перемещений пластинки от 

времени на основании Фусса-Винклера по модели стандартного линейного 

твердого тела. 
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Рассмотрим в качестве второго примера прямоугольную пластину с ξ = 0.4, 

1 1 2 22, 3, 6, 2m n m n    , когда собственные частоты равны: 
1 24.1   и 

1 24.4  . В данном случае учитывается параметр расстройки между 

собственными частотами. На Рис.2.8а и 2.8б показаны случаи свободных 

колебаний для моделей Кельвина-Фойгта и стандартного линейного твердого 

тела, соответственно, причем, как и в случае квадратной пластины, имеются 

различия в периоде колебаний и диапазоне изменения амплитуд. Кроме того, на 

амплитуды, определяемые моделью стандартного линейного твердого тела с 

дробной производной, больше влияет вязкость среды и затухание колебаний 

происходит быстрее, чем для модели Кельвина-Фойгта с дробной производной. 

На Рис. 2.8в-2.8е показаны случаи вынужденных колебаний, когда не учитывался 

параметр расстройки между собственной частотой и частотой внешнего 

воздействия. На всех графиках наблюдается влияние внешней силы в виде 

увеличения размаха амплитуд и периодов колебаний. 

Следует отметить, что для прямоугольных пластин наличие внутреннего 

резонанса возможно без введения параметра расстройки между собственными 

частотами, например, при ξ = 0.25, 
1 1 2 21, 3, 9, 2m n m n    , когда 

1 2 36.25.    

Рассмотрим теперь случай квадратной пластины, когда параметр 

расстройки между собственной частотой и частотой внешнего воздействия не 

равен нулю, на примере, когда вязкость окружающей среды много меньше 

вязкости основания: 
1 20.01, 0.1   . На Рис.2.9 показаны вынужденные 

колебания пластины, описываемые моделями Кельвина-Фойгта и стандартного 

линейного твердого тела с дробной производной при различных значениях 

параметра внешней нагрузки. Из Рис.2.9 хорошо видно, что для всех случаев 

наблюдается уменьшение перекачки энергии с увеличением значения параметра 

расстройки. 
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Рисунок 2.8 - Зависимость безразмерных амплитуд колебаний от времени 2T  

пластинки на вязкоупругом основании: свободные колебания для моделей а) 

Кельвина-Фойгта и б) стандартного линейного твердого тела; вынужденные 

колебания при 20f   для моделей в) Кельвина-Фойгта и г) стандартного 

линейного твердого тела; вынужденные колебания при 40f   для моделей д) 

Кельвина-Фойгта и е) стандартного линейного твердого тела, где 
1a  - пунктирная 

линия, 
2a  - сплошная линия. 
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Рисунок 2.9 - Влияние параметра расстройки между собственной частотой и 

частотой внешней силы на нелинейные колебания пластины на вязкоупругом 

основании: вынужденные колебания при 20f   для моделей а) Кельвина-Фойгта 

и б) стандартного линейного твердого тела; вынужденные колебания при 10f   

для моделей в) Кельвина-Фойгта и г) стандартного линейного твердого тела, где 

1a  – штриховая линия, 
2a  – сплошная линия.  

 

2.4. Влияние граничных условий опирания пластины  

При решении динамических задач, учитывающих зависящие от времени 

вязкоупругие свойства материала плиты или основания, авторы обычно 

ограничиваются изучением шарнирно опертых по контуру пластин [286]. Тем не 

менее, в литературе есть решения для прямоугольных пластин с различными 

комбинациями простых граничных условий (например, защемление (C), 

шарнирное опирание (SS) или свободное опирание (F)) [160].  
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Так, в работе [68] были рассчитаны частоты нелинейных колебаний 

прямоугольных пластин для трех различных типов граничных условий. В работе 

[203] исследуется динамическое поведение тонких пластин, опирающихся на 

вязкоупругое основание Кельвина-Фойгта с дробной производной, при 

воздействии подвижной точечной нагрузки для четырех типов граничных 

условий. Полуаналитические решения и сравнительный анализ собственных 

частот и перемещений точек срединной плоскости для колебаний вязкоупругой 

пластины Кирхгофа–Лява на вязкоупругом основании Кельвина-Фойгта с 

различными граничными условиями представлены в [146]. 

В связи с этим следующие граничные условия могут быть добавлены к 

системе уравнений (2.1) и (2.2) для каждой грани: 

1) Шарнирно-опертые грани (S) 

2 2

2 2
при 0 и , 0; при 0 и , 0.

w w
x a w y b w

x y

 
     

 
     (2.82) 

2) Защемленные грани (C) 

при 0 и , 0; при 0 и , 0.
w w

x a w y b w
x y

 
     

 
         (2.83) 

При дальнейшем анализе могут быть рассмотрены следующие три типа 

граничных условий для пластинки с симметрично опертыми гранями:  

- шарнирное опирание по контуру (SSSS);  

- защемление всех граней по контуру (CCCC);  

- две противоположные грани защемлены и две другие шарнирно оперты 

(CSCS).  

В аббревиатуре названия типа граничных условий используются буквенные 

символы, например, CSCS обозначает пластину с защемленной гранью 0x   (C), 

шарнирно опертой гранью 0y   (S), защемленной гранью x a  (C) и шарнирно 

опертой гранью y b  (S). 
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Собственные функции колебаний пластины  ,
i im nW x y  для определения 

прогибов плиты из уравнения (2.7) представлены в Таблице 2 для различных 

типов граничных условий (ГУ) [146]. 

Таблица 2.1 - Собственные функции и собственные частоты линейных 

колебаний пластины для различных типов граничных условий 

Тип 

ГУ 
 ,

i jm nW x y  2

i  

SSSS sin sini im x n y

a b

 
 

2 2 2 2
2

2

( )
,i i

i

m n




   

CCCC 
2 2

(1 cos )(1 cos )i im x n y

a b

 
    2 4 4 2 2 2 4

2

16
3 2 3

9
i i i i im m n n 


     

CSCS 
2

(1 cos )sini im x n y

a b

 
   2 4 4 2 2 2 4

2

4
4 2 0.75

3
i i i i im m n n 


     

CCSC 

3
(cos cos )

2 2

2
(1 cos )

i i

i

m x m x

a a

n y

b

 



 

 

 

 2 4 4 2 2 2 4

2

2
3.85 5 8

3
i i i i im m n n 


     

 

Подставляя решение (2.7) в уравнение (2.2), учитывая граничные условия 

для каждого отдельного случая и интегрируя с учетом свойства ортогональности 

собственных функций, получим выражения для функции напряжений, которые 

для случая шарнирного опирания по контуру имеют вид выражения (2.8), а для 

случаев CCCC и CSCS представлены в Приложении Б. 

Выполняя ту же последовательность математических преобразований для 

всех случаев граничных условий, что и для шарнирно-опертой по контуру 

пластины, приходим к той же самой системе нелинейных дифференциальных 

уравнений относительно обобщенных перемещений для основания Фусса-

Винклера по модели стандартного линейного твердого тела (2.16)-(2.17), где 

коэффициенты 
i  зависят от моды колебаний и типа граничных условий и 

представлены в Приложении В.  
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Согласно выражениям для собственных частот, представленным в Табл.2, 

колебания прямоугольной упругой пластины, защемленной по контуру (CCCC), 

происходят с наибольшей собственной частотой по сравнению с остальными 

типами граничных условий. Далее в порядке убывания следуют частоты для 

случаев CSCS и SSSS опирания.  

Далее процедура решения системы нелинейных дифференциальных 

уравнений для всех представленных случаев граничных условий аналогична 

решению для шарнирно опертой по контуру пластины. Полученная система 

разрешающих уравнений (2.60)-(2.63) для определения амплитуд и фаз 

нелинейных колебаний пластинки является универсальной для различных типов 

граничных условий, для каждого из которых вычисляются отдельно лишь 

коэффициенты 
i  и собственные частоты колебаний механической системы 

1  и 

2 . 

Уравнения (2.60)-(2.63) могут быть решены численно подобно тому, как 

показано в [239] для свободных колебаний пластинок, подверженных явлению 

внутреннего резонанса, а также обобщены для случая вынужденных колебаний 

[238]. В качестве численного примера на Рис. 2.10 представлен сравнительный 

анализ амплитуд свободных и вынужденных колебаний для двух типов 

граничных условий пластины: жестко защемленной по контуру (СССС) и 

шарнирно опертой по контуру (SSSS). Сравнение результатов численных 

исследований для двух случаев показало, что колебания пластины, жестко 

защемленной по контуру, происходят с меньшей амплитудой и большей частотой 

относительно шарнирно опертой пластины.  
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Рисунок 2.10 – Сравнительный анализ безразмерных амплитуд нелинейных 

колебаний пластины для двух типов граничных условий: свободные колебания 

( 0)f   а) SSSS; б) СССС и вынужденные колебания ( 20)f   в) SSSS; г) СССС; 

1a  - пунктирная линия, 
2a  - сплошная линия. 

2.5 Влияние порядка малости внешнего возмущения  

Когда частота внешней силы 
F  отлична от 

i , эффект от возбуждения 

будет мал, если его амплитуда не велика [187]. В связи с этим рассмотрим случай 

«жесткого» воздействия внешней силы. В этом случае слагаемые от внешней 

нагрузки в уравнениях (2.16)-(2.17) представим в виде: 

 0 0sin sin ( 1, 2)i i
i

m x m y
f F i

a b

 
   ,  (2.84) 

где 
if  - конечные величины. 

Подставляя выражения (2.22)-(2.24) и (2.84) в уравнения (2.16)-(2.17) и 

опуская звездочки при безразмерных величинах, получим: 

1 22 3 2 2 2 *

1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1( ) 4 cos 0,Fx x x x x D x x f t 

                         (2.85) 
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 1 22 3 2 2 2 *

2 2 2 3 2 4 2 1 1 2 2 2 2 2( ) 4 cos 0.Fx x x x x D x x f t 

                      (2.86) 

После подстановки (2.32) в уравнения (2.85)-(2.86) с учетом (2.33), (2.34) и 

(2.38) и приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях   к нулю, 

получим следующие системы уравнений: 

порядка   

  2 2

0 11 1 11 1 04 cos FD X X f T   ,  (2.87) 

  2 2

0 21 2 21 2 04 cos FD X X f T   ,  (2.88) 

порядка 
3   

         
 1 2 22 2 1

0 13 1 13 0 2 11 1 0 2 2 0 11

3 2

1 11 2 11 21

2 (1 )

,

D X X D D X D D X

X X X

     

 

      

 
             (2.89) 

 1 2 22 2 1

0 23 2 23 0 2 21 1 0 2 2 0 21

3 2

3 21 4 21 11

2 (1 )

.

D X X D D X D D X

X X X

     

 

      

 
     (2.90) 

Решение уравнений (2.87)-(2.88) будем искать в виде 

           1 2 0 0 2 0 0exp exp exp expj j j j F j j j FX A T i T i T A T i T i T         ,(2.91) 

где  
2 2

2
1,2

j

j

j

F

f
j


  


 – неизвестные константы. 

Подставляя решение (2.91) в уравнения (2.89)-(2.90) с учетом выражений 

(2.46)-(2.47), получим следующие соотношения:  
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1 22

1 22

2 2 1

0 13 1 13 1 2 1 1 0 1 1 1 2 2 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 0

1 2

1 1 2 2 1 1 1 1 1

2 3 3

2 2 2 2 2 0 1 1 1 0 1

2 exp (1 )

3 6 2 2 exp

(1 ) 3 6

2 3 exp exp 3 e

F F

F

D X X i D A i T i A i A

A A A A A A A i T

i i A A

A A i T A i T

 

 

       

    

    

   





     

      

       


        

   

    

   
   

0

2 2

1 1 1 0 1 1 1 0

2 2

1 1 1 0 1 1 1 0

2 2

2 1 2 1 2 0 1 2 1 2 0

2 1 2 2 0 2 1 2 1 2 0

2 1 2

xp 3

3 exp 2 3 exp 2

3 exp 2 3 exp 2

exp 2 exp 2

4 exp 2 exp

2 exp

F

F F

F F

F

i T

A i T A i T

A i T A i T

A A i T A A i T

A i T A i T

A i

 

 

    

  



            

             

         

         

      

   

   

   

 

2 0 1 2 2 1 2 0

1 2 2 1 2 0 2 1 2 2 0

2

1 2 2 2 1 0 2 1 2 0

2 2

2 1 2 0 2 1 1 0

2 2

2 1 0 2

2 2 exp

2 exp 2 exp 2

2 exp exp 2

exp 2 exp 2

exp 3

F F

F F

F F

F F

F

T A A i T

A A i T A i T

A A i T A i T

A i T A i T

i T A

  

  

  

 

           

              

            

            

       1 1 0exp 2 ,Fi T cc     

 (2.92) 

     

 

   

   

1 22

1 22

2 2 1

0 23 2 23 2 2 2 2 0 1 2 2 2 2 2 2

2 2 2

3 2 2 3 2 2 4 2 1 1 4 2 1 2 0

1 2

2 1 2 2 3 2 3 2 2

2 3 3

4 1 1 4 1 0 3 2 2 0 2

2 exp (1 )

3 6 2 2 exp

(1 ) 3 6

2 3 exp exp 3 e

F F

F

D X X i D A i T i A i A

A A A A A A A i T

i i A A

A A i T A i T

 

 

       

    

    

   





     

      

       


        

   

    

   
   

0

2 2

2 2 2 0 2 2 2 0

2 2

2 2 2 0 2 2 2 0

2 2

4 2 1 2 1 0 2 1 2 1 0

1 1 2 1 0 1 1 2 1 2 0

1 1 2

xp 3

3 exp 2 3 exp 2

3 exp 2 3 exp 2

exp 2 exp 2

4 exp 2 exp

2 exp

F

F F

F F

F

i T

A i T A i T

A i T A i T

A A i T A A i T

A i T A i T

A i

 

 

    

  



            

             

         

         

      

   

   

   

 

1 0 2 1 1 2 1 0

2 1 1 1 2 0 1 1 2 1 0

2

2 1 1 1 2 0 1 2 1 0

2 2

1 2 1 0 1 2 2 0

2 2

1 2 0 1

2 2 exp

2 exp 2 exp 2

2 exp exp 2

exp 2 exp 2

exp 3

F F

F F

F F

F F

F

T A A i T

A A i T A i T

A A i T A i T

A i T A i T

i T A

  

  

  

 

           

              

            

            

       2 2 0exp 2 .Fi T cc     

 (2.93) 



81 
 

Анализ выражений (2.92)-(2.93) показывает, что в данном случае возможно 

сочетание внутреннего резонанса один-к-одному (2.52) с внешним резонансом 

(2.53) или с одним из двух других случаев резонансов: 

   
2

1 23 ,F                                                 (2.94) 

  
2

1 23 ,F                                                (2.95) 

Известно, что помимо внешнего резонанса в системах с кубической 

нелинейностью при жестком воздействии внешней силы могут возникать 

вторичные резонансы, а именно: супергармонический резонанс (2.94) и 

субгармонический резонанс (2.95) [187]. Нелинейные колебания различных 

конструкций из материалов, описываемых моделями с дробной производной, в 

условиях сочетания внешнего и вторичных резонансов исследовались в [138, 200, 

206]. 

2.5.1 Жесткое нерезонансное возбуждение 

В этом случае частота внешней силы 
F  отлична от i , 

1

3
i  и 3 ,i  т.е. в 

пластине возникает только внутренний резонанс. 

Для того чтобы исключить вековые члены из уравнений (2.92)-(2.93) с 

учетом соотношения (2.52), записываются следующие системы уравнений: 

           
   

   

1 22 1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 1 2 2

2 2 2

2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2

2 (1 ) 3 2

4 exp exp 2 6 2 0,

i D A i i A A A A A A

A i T A A i T A A

        

     

     
 

          

  (2.96) 

   

   

1 22 1 2

2 2 2 1 2 2 2 2 2 3 2 2 4 2 1 1

2 2 2

4 1 1 2 1 2 4 2 1 1 2 3 2 2 4 2 1

2 (1 ) 3 2

4 exp exp 2 6 2 0.

i D A i i A A A A A A

A i T A A i T A A

        

     

     
 

        

     (2.97) 

Представляя функции 
1A  и 

2A  в полярной форме (2.59), умножая уравнение 

(2.96) на 1A  и уравнение (2.97) на 2A , соответственно, затем складывая и вычитая 

сопряженные к ним уравнения с учетом (2.58), приходим к следующей системе 

уравнений: 

          2 2 1 2 2 1

1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2sin 4 sin ,
2

a s a a a a a


                                   (2.98) 
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          2 2 1 2 2 1

2 2 2 2 4 1 2 2 4 1 2 1 2sin 4 sin
2

a s a a a a a


          ,                          (2.99) 

                  

   1 2 2 1 2 2

1 1 1 1 1 1 2 1 2 2

1 2 1

2 1 2 2 1 1 2 1 2

1 3
2

2 2

1
cos 2 ( ) cos ,

2 2

a a

a a a

     


    

 

 

      

   

                         (2.100) 

                

   1 2 2 1 2 2

2 2 3 2 2 2 4 2 1 1

1 2 1

4 2 1 4 2 2 1 1 2 1

1 3
2

2 2

1
cos 2 ( ) cos ,

2 2

a a

a a a

     


     

 

 

      

    

                       (2.101) 

где коэффициенты демпфирования 
is  и 

i  определяются выражениями (2.64). 

Следует отметить, что в отличие от случая мягкого нерезонансного 

возбуждения наличие жесткого возбуждения оказывает влияние на амплитуды и 

фазы нелинейных колебаний пластинки на вязкоупругом основании.  

Уравнения для амплитуд и фаз в случае жесткого возбуждения в условиях 

сочетания внутреннего резонанса один-к-одному (2.52) с внешним резонансом 

(2.53), могут быть получены из системы уравнений (2.60)-(2.63) для мягкого 

резонансного возбуждения в качестве частного случая при больших значениях 

амплитуды внешней силы [35]. 

2.5.2 Супергармонический резонанс 1

1

3
F    

Рассмотрим случай сочетания внутреннего резонанса (2.52) с 

супергармоническим резонансом (2.94), когда 
1

1
.

3
F    Для того чтобы 

исключить вековые члены из уравнений (2.92)-(2.93) с учетом соотношений (2.52) 

и (2.94), записываются следующие системы уравнений: 
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    (2.102) 
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i D A i i A A A A A A

A i T A A i T A A

i T i T

        

     

     

      
 

          

       

      (2.103) 

Представляя функции 
1A  и 

2A  в полярной форме (2.59) и применяя те же 

самые процедуры, как это было выполнено выше для случая жесткого 

нерезонансного возбуждения, приходим к следующей системе уравнений для 

определения нелинейных амплитуд и фаз: 
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                     (2.104) 
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                          (2.105) 
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            (2.106) 
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         (2.107) 

2.5.3 Субгармонический резонанс 
13F    

Теперь рассмотрим случай сочетания внутреннего резонанса (2.52) с 

субгармоническим резонансом (2.95), когда 
13 .F    Для того чтобы исключить 

вековые члены из уравнений (2.92)-(2.93) с учетом соотношений (2.52) и (2.95), 

записываются следующие системы уравнений: 

   

   

   

1 22 1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 1 2 2

2 2 2

2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2

2 2
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  (2.109) 

Представляя функции 
1A  и 

2A  в полярной форме (2.59) и применяя те же 

самые процедуры, как это было выполнено выше для случая жесткого 

нерезонансного возбуждения, приходим к следующей системе уравнений для 

определения нелинейных амплитуд и фаз: 
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                    (2.110) 
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                    (2.111)
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 (2.113) 

где 
3 1 2 2= 3 ,T   4 1 2 2 2= 2 ,T     5 2 2 2= 3 T    и 

6 2 1 2 2= 2 .T      

Системы уравнений (2.98)-(2.101), (2.104)-(2.107) и (2.110)-(2.113) решаются 

численным методом, предложенным в [238] для случая свободных и 

вынужденных колебаний пластины без учета параметров расстройки 
1 2 0.    В 

качестве примера была рассмотрена квадратная пластина при 
1 2 10   . На 

Рис. 2.11 наглядно показан энергообмен между взаимодействующими модами 

свободных (Рис. 2.11а) и вынужденных колебаний пластины на упругом и 

вязкоупругом основании для случаев нерезонансного жесткого возбуждения (Рис. 



85 
 

2.11б), супергармонического резонанса (Рис. 2.11в) и субгармонического 

резонанса (Рис. 2.11г) в сочетании с внутренним резонансом 1:1. 

 

Рисунок 2.11 - Зависимость безразмерных амплитуд колебаний от времени 

2T  пластинки на вязкоупругом основании: а) свободные колебания; б) 

вынужденные колебания при 1 2 40f f   в случае нерезонансного возбуждения 

10,25f   ; в) супергармонический резонанс 13 F   ; г) субгармонический 

резонанс 13F   , где 
1a  - пунктирная линия, 

2a  - сплошная линия. 

Из Рис.2.11б следует, что жесткое нерезонансное возбуждение влияет на 

амплитуду как незатухающих (
1 2 0   ), так и затухающих (

1 20.05, 0.2   ) 

колебаний пластины, а частота колебаний является функцией амплитуды 

приложенной силы в отличие от случая мягкого нерезонансного возбуждения. В 

случае вторичных резонансов (Рис.2.11в,г) результирующие колебания пластины 

складываются из общего решения от свободных колебаний и частного решения от 

вынужденных колебаний. В случае супергармонического резонанса (Рис. 2.11в) 

наблюдается уменьшение периода колебаний и заметный рост амплитуд в 
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сравнении со свободными колебаниями (Рис.2.11а), в то время как в случае 

субгармонического резонанса (Рис. 2.11г) заметно увеличение периода колебаний. 

Влияние жесткого возбуждения на характер колебаний заметно только при 

больших амплитудах внешней нагрузки, в противном случае графики изменения 

амплитуд приближаются к кривым для свободных колебаний. 

Зависимость безразмерных амплитуд нелинейных колебаний от времени в 

случае нерезонансного жесткого возмущения внешней силы представлена на Рис. 

2.12 для различных значений частоты гармонической силы. Из Рис.2.12 следует, 

что период колебаний системы уменьшается с увеличением частоты внешней 

силы. 

 

Рисунок 2.12 - Зависимость безразмерных амплитуд колебаний от времени 

2T  пластинки на вязкоупругом основании при 1 2 40f f   в случае нерезонансного 

возбуждения: а) 10,1f   ; б) 10,3f   ; в) 10,5f   ; г) 10,7f   , где 
1a  - 

пунктирная линия, 
2a  - сплошная линия. 

На рис. 2.13 и 2.14 показана зависимость безразмерных амплитуд колебаний 

от безразмерного времени в случаях супергармонического и субгармонического 



87 
 

резонансов, соответственно, при различных значениях параметров дробности 

окружающей среды и основания.  

 

Рисунок 2.13 - Зависимость безразмерных амплитуд колебаний от времени 

2T  пластинки на вязкоупругом основании при 1 2 40f f   в случае 

супергармонического резонанса для различных значений параметров дробности;  

 

Рисунок 2.14 - Зависимость безразмерных амплитуд колебаний от времени 

2T  пластинки на вязкоупругом основании при 1 2 40f f   в случае 

субгармонического резонанса для различных значений параметров дробности 
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ГЛАВА 3. АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ УПРУГОЙ 

ПЛАСТИНКИ НА ВЯЗКОУПРУГОМ ОСНОВАНИИ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ 

ПОДВИЖНОЙ НАГРУЗКИ 

3.1 Задачи на воздействие подвижной нагрузки 

Изучение поведения пластин или балок, опирающихся на вязкоупругое 

основание, при воздействии подвижной нагрузки получает в настоящее время все 

большее распространение. Обширные исследования в этой области для различных 

видов подвижных нагрузок изложены в монорафии Fryba [109]. Данная задача 

может найти много инженерных приложений, таких как взаимодействие самолета 

со взлетно-посадочной полосой или транспортного средства с дорожным 

полотном, взаимодействие фундамента и грунтового основания, динамика 

системы вертолетных площадок, проектирование палубы кораблей (особенно 

авианосцев), устройство железнодорожных путей и т.д. [202].  

Задача о динамическом поведении прямоугольной пластины на 

вязкоупругом основании, подверженной воздействию подвижных нагрузок, 

вызывает большой интерес среди исследователей. Так, Li и др. исследовали 

колебания тонкой шарнирно опертой (SSSS) пластины на вязкоупругом 

основании по модели Кельвина-Фойгта с производной целого порядка, 

подвергаемой воздействию сосредоточенной силы, двигающейся с переменной 

скоростью, включая случаи ускорения, торможения и постоянной скорости, при 

помощи метода модальной суперпозиции [161]. Представлены аналитические 

решения для определения динамического прогиба пластины с обобщенными 

граничными условиями. Динамическое поведение пластины типа Рейснера-

Миндлина, опирающейся на вязкоупругое основание Кельвина-Фойгта, под 

действием подвижной нагрузки моделируется в работе [94] при помощи 

трехузлового пластинчатого элемента Миндлина. В работе [133] при помощи 

принципа Гамильтона получены определяющие уравнения для колебаний 

прямоугольной плиты, на которую действует сосредоточенная подвижная 

нагрузка, при этом вязкоупругие свойства основания определялись моделью 
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Кельвина–Фойгта типа Фусса-Винклера. Luong и др. изучили динамическое 

поведение толстой плиты на основании Кельвина-Фойгта, на которую действует 

подвижная нагрузка, с использованием метода конечных элементов [173]. 

Динамическое поведение пластины на вязкоупругом основании Пастернака при 

воздействии подвижной гармонической нагрузки анализируется в [174]. 

Согласно проведенному обзору литературы количество работ, посвященных 

колебаниям конструкций на вязкоупругом основании с дробной производной, 

вызванных действием подвижных нагрузок, достаточно невелико. Anague и др. [5] 

[71] представили аналитическое и численное решение для описания линейных 

колебаний балки Рэлея от воздействия движущейся нагрузки, опирающейся на 

вязкоупругое основание по модели Пастернака дробного порядка. В работе [207] 

анализируется динамическое поведение балки Эйлера-Бернулли на вязкоупругом 

нелинейном основании на основе модели Кельвина-Фойгта с дробной 

производной при воздействии подвижной нагрузки с различной скоростью, в том 

числе для случаев ускорения, торможения и равномерного движения. 

Динамическое поведение тонкой упругой пластины на вязкоупругом 

основании Кельвина-Фойгта дробного порядка было изучено в [203] для четырех 

типов граничных условий опирания в случае воздействия нагрузки, движущейся с 

постоянной скоростью или постоянным ускорением.  

 

3.2 Постановка задачи и метод решения 

В данной главе рассматривается динамическое поведение упругой пластины 

на вязкоупругом основании при воздействии на нее подвижной гармонической 

силы (Рис. 3.1). Уравнение движения пластинки фон Кармана, колеблющейся в 

вязкоупругой окружающей среде, относительно поперечного прогиба 

( , , )w w x y t  в этом случае запишется в виде [240, 241]: 
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  (3.1) 

где P и 
P  – амплитуда и частота приложенной силы, ( )f t  – функция, 

определяющая положение подвижной нагрузки. Значения функции ( )f t  

удовлетворяют условию 0 ( )f t a  , и в случае движения с постоянной скоростью 

( )f t Vt . 

 

Рисунок 3.1 – Схема пластинки на вязкоупругом основании при 

воздействии подвижной гармонической силы. 

Тогда система уравнений движения относительно обобщенных 

перемещений с учетом фильтрующего свойства дельта функции (2.10) 

записывается в безразмерном виде: 
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Считая амплитуду подвижной гармонической силы малой величиной в 

случае мягкого возбуждения в уравнениях (3.3)-(3.4) 

3 * sin ,
2

i
i

n
p P




 
  

 
                                              (3.4) 

а также опуская звездочки у безразмерных величин, с учетом выражений (2.22) и 

(2.24) получим  

1 2

1

2 3 2 2 2 * 3

1 1 1 1 1 2 1 2 1 0 1 2 2 11 1( ) 4 sin sin 0,f Px x x x x D x x p t t 

                     (3.5) 

1 2

2

2 3 2 2 2 * 3

2 2 2 3 2 4 2 1 1 0 2 2 2 2 2( ) 4 sin sin 0,f Px x x x x D x x p t t 

                     (3.6) 

где 
if imV   - частоты, зависящие от скорости движения и номеров мод 

колебаний.  

Решение системы уравнений (3.5)-(3.6) будем искать в виде разложения 

(2.32) с помощью обобщенного метода многих временных масшабов по аналогии 

со случаем действия гармонической силы, приложенной в точке. Тогда применяя 

процедуру, описанную в предыдущей главе, приходим к следующим уравнениям: 

на шаге 
3  
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Подставляя решение (2.45), полученное для уравнений на шаге  , в правую 

часть уравнений (3.7)-(3.8), в результате имеем 
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  (3.10) 

Анализ выражений (3.9)-(3.10) показывает, что в данном случае возможно 

возникновение внутреннего резонанса 1:1, когда любые две частоты колебаний 

механической системы «пластина+вязкоупругое основание» близки друг к другу, 

а именно: 

   
1 2  ,    и поэтому,    

1 2  .                                (3.11) 

Из уравнений (3.9)-(3.10) следует, что внутренний резонанс (3.11) может 

сопровождаться внешним резонансом, когда выполняется одно из следующих 

условий:  

(1) ,i fi P                                 (3.12) 

       (2) i fi P   .                                               (3.13) 

После исключения вековых членов из уравнений (3.9)-(3.10) с учетом 

уравнений (3.11)-(3.12), получим следующую систему уравнений: 

   1 22 1 2 2

1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 12 (1 ) 3 2 0,i D A i i A A A A A A A A p
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 (3.15) 

Представляя функции 
1A  и 

2A  в полярной форме (2.59), повторяя те же 

преобразования, что и в предыдущей главе, приходим к следующей системе 

уравнений: 

         2 2 1 2 2 1

1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1sin sin 0,a s a a a p a          (3.16) 

 2 2 1 2 2 1

2 2 2 2 4 1 2 2 2 2 2sin sin 0,a s a a a p a                                             (3.17) 

 
1

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 1 1

1 3 1 1
cos cos 0,

2 2 2 2
a a a p a          


          (3.18) 
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1

1 2 1 2 1 2

2 2 3 2 2 4 2 1 4 2 1 2 2 2 2

1 3 1 1
cos cos 0,

2 2 2 2
a a a p a          


        (3.19) 

где коэффициенты демпфирования 
is  и 

i  определяются с помощью выражений 

(2.64). 

3.3 Численные исследования 

Уравнения (3.16)-(3.19) решены при помощи программного комплекса, 

предназначенного для численного исследования нелинейных колебаний пластин 

на вязкоупругом основании с использованием операторов дробного порядка [28], 

свидетельство о государственной регистрации которого представлено в 

приложении А. В качестве численного примера рассматривалась квадратная 

пластина при  
1 2 1,m n  2 1 3m n  . Гармоническая сила движется с постоянной 

скоростью 0,318V   ( 30V м с ) и частотой 9,13P   ( 95P  с-1) вдоль оси x.  

Пластина находится в условиях внутреннего резонанса 1:1 при 

1 2 10,13   , сопровождающегося внешним резонансом: 

    
11 3,14 1 0,318 9,13 10,13.f F                              (3.20) 

На Рис. 3.2 наглядно показан обмен энергией между взаимодействующими 

модами нелинейных свободных и вынужденных колебаний шарнирно опертой 

пластины на упругом (
2

0  ) и вязкоупругом (
2

0  ) основании по модели 

стандартного линейного твердого тела с дробной производной для различных 

значений амплитуды гармонической силы. Из Рис. 3.2 следует, что увеличение 

величины внешней силы приводит к увеличению безразмерных амплитуд 

колебаний пластины. Зависимость амплитуд нелинейных колебаний от значений 

дробных параметров представлена на Рис. 3.3. С появлением демпфирующих 

свойств вязкоупругой среды демпфирование колебаний увеличивается. 
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Рисунок 3.2 - Зависимость безразмерных амплитуд колебаний от времени 2T  

пластинки на вязкоупругом основании при воздействии подвижной 

гармонической силы: а) свободные колебания; вынужденные колебания при б) 

1 23, 3;p p    в)
1 27, 7;p p    г) 

1 210, 10;p p    
1a  - пунктирная линия, 

2a  - 

сплошная линия. 
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Рисунок 3.3 - Зависимость безразмерных амплитуд вынужденных 

колебаний от времени 2T  пластинки на вязкоупругом основании при 

1 23, 3p p    для различных значений параметров дробности; 
1a  - пунктирная 

линия, 
2a  - сплошная линия. 

Следует отметить, что в случае мягкого воздействия подвижной силы 

амплитуды и фазы нелинейных колебаний пластины не зависят от скорости 

движения нагрузки в условиях сочетания внутреннего и внешнего резонансов. 

Задавая параметр скорости можно лишь регулировать условие наложения 

внешнего резонанса на внутренний, меняя значение резонансной частоты 

колебаний системы и номера мод собственных колебаний, соответствующих 

данной частоте.       
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ГЛАВА 4. АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ УПРУГОЙ 

ПЛАСТИНКИ НА ВЯЗКОУПРУГОМ ОСНОВАНИИ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ 

ПОДВИЖНОЙ ПОДРЕССОРЕННОЙ НАГРУЗКИ 

 

Подвижные нагрузки оказывают большое влияние на напряженно-

деформированное состояние различных твердых тел и конструкций, вызывая их 

интенсивные колебания даже при небольших скоростях. Особый практический 

интерес представляют задачи взаимодействия автомобиля с дорожным полотном 

или самолета с покрытием взлетно-посадочной полосы. Для моделирования такой 

системы необходимо учитывать инерционные свойства и жесткостные 

характеристики движущегося объекта, т.е. представить транспортное средство в 

виде движущегося осциллятора. 

Обширные исследования в области колебаний балок и пластин при 

воздействии подвижных нагрузок также обобщены в работах [10, 15, 16, 36, 37, 

61, 62, 109, 283]. Так, динамическое поведение балок, в том числе опирающихся 

на вязкоупругое основание, подверженных воздействию подвижной 

подрессоренной нагрузки, изучалось в [67, 96, 198, 208, 232, 275]. 

Начиная с 1971 года, когда вышла в свет теперь уже классическая работа 

[182], в которой впервые было предложено представить свойства одномассовой 

механической системы в виде модели линейного стандартного тела с дробными 

производными, для описания свойств вязкоупругих осцилляторов широко 

используются различные модели с дробными производными и другими 

операторами дробного порядка [38, 41, 42, 214, 219, 220]. 

Задачи, посвященные анализу колебаний пластин на вязкоупругом 

основании, подверженных воздействию подвижной подрессоренной нагрузки, 

рассмотрены в работах [162, 252, 277, 285]. Так, Taheri и Ting использовали 

функцию Грина для анализа поведения упругих пластин на линейном 

вязкоупругом основании по модели Кельвина-Фойгта целого порядка с 

произвольными граничными условиями, под действием подвижных масс, 

опирающихся на пластину через систему пружины и амортизатора, соединенных 
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параллельно [252]. Zaman и др. моделировали бетонные покрытия, которые 

подвержены воздействию движущихся авиационных нагрузок, с помощью ряда 

толстых пластинчатых элементов, поддерживаемых дискретными пружинами и 

амортизаторами в узловых точках, представляющих вязкоупругое основание по 

модели Кельвина-Фойгта [285]. Динамическое взаимодействие между самолетом 

и покрытием учитывалось путем идеализации нагрузки от самолета массами, 

поддерживаемыми системой линейной рессорно-поршневой подвески и 

имеющими заданную начальную горизонтальную скорость и ускорение. Yang и 

др. изучали влияние действия сцепления на взаимодействие автомобиля с дорогой 

[276]. Автомобиль моделировался как масса, опирающаяся на систему подвески 

из четырех осцилляторов, соединенных с колесами, а дорожное покрытие 

моделировалось как двухслойная прямоугольная тонкая пластина на линейном 

вязкоупругом основании, описываемом моделью Кельвина-Фойгта. Этот подход 

был расширен в [162] для случая нелинейных жесткости подвески, 

демпфирования подвески и жесткости шин, а также нелинейной модели 

основания. 

4.1 Постановка задачи 

Рассмотрим теперь случай воздействия подвижной осциллирующей 

нагрузки на пластину на вязкоупругом основании (Рис. 4.1). Уравнения движения 

системы «пластина + вязкоупругое основание» можно получить путем обобщения 

уравнений фон Кармана [142] за счет включения слагаемых, описывающих 

реакцию основания и силу сопротивления окружающей среды, а также 

воздействие внешней осциллирующей нагрузки [26, 27]: 

 

2 2 2 2 2 2 2
4

2 2 2 2 2

2

1 22

2

( ( )) ( 0.5 ) ,

w w w w
D w h

t x y y x x y x y

q
m g x s t y b F F

t

  


 

      
     

        

 
       

 

  (4.1) 

где m – масса осциллятора, ( )q q t  - перемещение осциллятора, g – ускорение 

свободного падения, ( )s t  – функция, определяющая положение осциллирующей 
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нагрузки. Значения функции ( )s t  удовлетворяют условию 0 ( )s t a  , и в случае 

движения с постоянной скоростью ( )s t Vt . 

Уравнение движения осциллятора получено на основе выражения, 

представленного в [252], при помощи замены производной целого порядка на 

производную дробного порядка: 

2

2
( , ) ( , ) ,

q d d
m c q kq c w Vt t kw Vt t mg

t dt dt

 
    

       
    

                      (4.2) 

где k – жесткость пружины, с k 

  – коэффициент демпфирования амортизатора, 

 - время ретардации, 0 1   - порядок дробной производной осциллятора, 

( , )w Vt t  - прогиб пластины в точке приложения подрессоренной нагрузки. 

 

Рисунок 4.1 – Схема пластинки на вязкоупругом основании под действием 

 подвижной осциллирующей нагрузки. 

 

К системе уравнений (4.1)-(4.2) необходимо добавить выражения для 

функции Эйри (2.2), граничные условия для шарнирно опертой пластинки (2.6) и 

начальные условия для осциллятора 

0(0) ; (0) 0.q q q                                                           (4.3) 

После представления функции прогиба пластинки в виде двучленного 

разложения (2.7) разрешающая система уравнений движения относительно 

обобщенных перемещений с учетом фильтрующего свойства дельта-функции 

(2.10) записывается в виде: 
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                (4.4) 
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f
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n
m g q t

  

       




         

 
   

 

              (4.5) 

 
1

2

* *2 * * *2 * * * *1
0 0 0 0 1

*2 * * * * *2
0 0 2

(1 ) (1 ) sin sin
2

(1 ) sin sin ,
2

f

f

n
q D q D x t

n
D x t g

   

 

 




    


  

 



 
     

 

 
   

 

                  (4.6) 

где 

1/2 5/2 2
* *

2 4 4

( ) 12 ( ) (1 )
, , ,

ab m ab
q q m g g

h ab h Eh

 

 

 
    

2
*

0 02

12 (1 )
,

ab

h E

 
 






0

k

m
   - собственная частота упругого осциллятора.  

Следует заметить, что уравнения для свободных колебаний могут быть 

получены из (4.4)-(4.5) при m = 0. Уравнения (4.4)-(4.6) можно решать 

различными численными методами, однако ни один из них не позволяет 

качественно исследовать такие нелинейные явления, как сильная взаимосвязь мод 

колебаний с близкими значениями собственнх частот, приводящая к различным 

типам внутреннего резонанса и перекачке энергии. В связи с этим решение 

системы уравнений (4.4)-(4.6) будем искать с помощью обобщенного метода 

многих временных масшабов. 

4.2 Малая вязкость осциллятора  

Рассмотрим решение задачи для случая, когда нелинейность пластинки и 

вязкость амортизатора осциллирующей нагрузки задаются величинами порядка ε. 

Также будем считать, что ускорение 
2

2

q

t




 является малой величиной в сравнении с 

ускорением свободного падения g. Коэффициенты при силах демпфирования 

среды и основания представим в виде 

                                                1*

1 0 1 ,E                                                                     (4.7) 
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*

2 .                                                                       (4.8) 

Подставляя соотношения (4.7)-(4.8) в уравнения (4.4)-(4.6) и опуская 

звездочки у безразмерных величин, предполагая также, что вес осциллятора 

оказывает наибольшее влияние на динамический отклик пластины [67], получим 

разрешающие уравнения для механической системы "пластина на вязкоупругом 

основании+подвижная осциллирующая нагрузка": 

1 2

1 1

2 3 2 *

1 1 1 1 1 2 1 2 1 0 1 2 2 1

1 1

( )

4 sin 4 sin 0,f f

x x x x x D x x

h g t h q t

 

     

  

      

  
               (4.9) 

1 2

2 2

2 3 2 *

2 2 2 3 2 4 2 1 1 0 2 2 2 2

2 2

( )

4 sin 4 sin 0,f f

x x x x x D x x

h g t h q t

 

     

  

      

  
             (4.10) 

1

2

2 2

0 0 1 0 0 1

2

2 0 0 2

(1 ) (1 ) sin

(1 ) sin ,

f

f

q D q D x t

D x t g

   

 

 



    

   

 



    

  
                (4.11) 

где sin ,
2

i
i

n


 
  

 
 .i ih m  

Обобщенные перемещения ( ) ( 1,2)ix t i   и ( )q t  можно представить в виде 

разложения по двум временным масштабам 
0T  и 

1T :   

                          
0 0 1 1 0 1( ) = ( , ) ( , ) ...i i ix t X T T X T T  ,  (4.12) 

    
0 0 1 1 0 1( ) = ( , ) ( , ) ...q t Q T T Q T T  ,                                             (4.13) 

где 
1T t  - медленное время, характеризующее модуляцию амплитуд и фаз 

нелинейных колебаний. 

В данном случае производные по времени первого, второго и дробного 

порядков будут раскладываться в ряд по малому параметру [35, 237] в следующем 

виде: 

 
2

2 2 2

0 1 0 0 1 12
= ..., = 2 ...,

d d
D D D D D D

dt dt
         (4.14) 

   1

0 1 0 0 1= ... ...,
d

D D D D D D
dt


    



 
      
 

  (4.15) 

где / ( 0,1...).n nD T n     
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Безразмерный дробный оператор Ю.Н. Работнова также можно разложить в 

ряд по малому параметру в виде: 

 

1
* 1 1

0 0 0 1

0

1 2 1

0 0 0 1

1
( ) (1 ) 1 ( )

1

(1 ) (1 ) ...

D D D D
D

D D D D

     

  

     

   


    


 





  

         

    

                (4.16) 

После подстановки (4.12) и (4.13) с учетом соотношений (4.14)-(4.16) в 

уравнения (4.9)-(4.11) и приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях 

  к нулю, получим следующие системы уравнений:  

порядка 
0   

 
1

2 2

0 10 1 10 1 04 sin( )fD X X h g T    ,      (4.17)   

2

2 2

0 20 2 20 2 04 sin( )fD X X h g T    ,                              (4.18) 

                                      2 2

0 0 0 0D Q Q g   ,                                        (4.19) 

порядка    

 
 

 

1 2 2

1

2 2 1

0 11 1 11 0 1 10 1 0 2 2 0 10

3 2 2
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4 sin ,f

D X X D D X D D X
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  (4.20) 
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  (4.21) 
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2 0 0 20
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(1 ) sin .

f
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    (4.22) 

Решение неоднородных дифференциальных уравнений (4.17)-(4.19) имеет 

вид: 

 

     
     

0 1 0 0

1 0 0

= exp exp

exp exp ,

j j j j f
j

j j j f
j

X A T i T i T

A T i T i T

 

 

 

   

  (4.23) 

                                 0 3 1 0 0 3 1 0 0= ( )exp ( )exp ,Q A T i T A T i T C      (4.24) 
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где 1( )jA T  (j 1,2,3)  - пока неизвестные функции и  1jA T  - комплексно-

сопряжённые функции с  1jA T , 
2 2

2
=

j

j

j

f j

ih g

 
 


 ( =1,2j ), 

j  — константа, 

сопряженная с j , и 
2

0

=
g

C


 . 

Подставляя выражения (4.23)-(4.24) в уравнения (4.20)-(4.22), получим: 
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2

2 2 2 0 2 2 2 2 0

2 2

2 2 2 2 0 2 2 2 2 0

2 2

3 2 2 0 2 2 0 2 4 1 2 2 1 0

2

1 1 2 2 0 1 2 2 1 0 2 1 1 2 0

exp 2 3 exp 2
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exp

2 exp exp 2
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2
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2
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2

exp 2

2 exp 2 exp ,

f f f

f f

T i T

i T ih i T A cc

   

   

       
   

       
  (4.26) 

 2 2 2

0 1 0 1 0 1 3 0 0 0 0 3 0 0

2 2

0 1 1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1

2 2

0 1 1 1 1 0 0 1 1
1 1

= 2 exp ( ) exp( )

1 1
(1 ( ) ) exp[ ( ) ] (1 ( ) ) exp(2 )

2 2

1 1
(1 ( ) ) exp[ ( ) ] (1 ( 4) )

2 2

f f f

f f

D Q Q i D A i T i A i T

i i A i T i i i T

i i A i T i i

 



   

 

   

 

      

          

         

   

      

        

2 2

0 2 2 2 2 0 0 2 2 0
2 2 2

2 2

0 2 2 2 2 0 0 2 2
2 2

1 1
(1 ( ) ) exp[ ( ) ] (1 ( ) ) exp(2 )

2 2

.27

1 1
(1 ( ) ) exp[ ( ) ] (1 ( ) ) .

2 2

f f f

f f

i i A i T i i i T
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Внешний резонанс в данном случае наложится на внутренний резонанс 1:1 

при следующих условиях:  

                                           
0

0

(1) ,

(2) ,

i fi

i fi

  

  

 

 
                                            (4.28) 

После исключения вековых членов из уравнений (4.25)-(4.27) с учетом 

уравнений (3.11) и (4.28), получим систему из трех определяющих уравнений: 

    1 21 22
1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 1 0 1 3

2 (1 ) 3

6 2 2 2 = 0,

i D A i i A A A

A A A A A A A i h A

 
      

    

     
 

       
  (4.29) 

    1 21 22
1 1 2 1 2 2 2 2 2 3 2 2

2 2 2

3 2 2 4 2 1 4 2 1 1 4 1 1 2 0 2 3

2 (1 ) 3

6 2 2 2 = 0,

i D A i i A A A

A A A A A A A i h A

 
      

    

     
 

       
  (4.30) 

2 2 2

0 1 3 0 0 3 0 1 1 1 0 2 2 2

1 1
2 ( ) (1 ( ) ) (1 ( ) ) = 0.

2 2
i D A i A i i A i i A     

                   (4.31) 

Умножая (4.29) на 1A , (4.30) на 2A  и (4.31) на 3A , соответственно, складывая 

и вычитая сопряженные к ним уравнения, а также представляя функции в 

полярном виде   

1( )

1 1( ) = ( ) ( =1,2,3)
i T

i
i iA T a T e i


,                                          (4.32) 

где 
1( )i ia a T  и 

1( )i i T   - функции амплитуд и фаз колебаний, получим:   

  
.

2 2 1 2 2 2 1

1 1 1 1 2 1 2 1 0 1 1 3 7sin 2 cos = 0,a s a a a h a a            (4.33) 

  
.

2 2 1 2 2 2 1

2 2 2 2 4 1 2 2 0 2 2 3 8sin 2 cos = 0,a s a a a h a a          (4.34) 

  
.

2 2

3 3 3 1 0 1 3 1 7 2 0 2 3 2 8

1 1
( cos ) ( cos ) = 0,

2 2
a s a a a l a a l          (4.35) 

 

   

 

1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 2 1 2 2

11 2 2

2 1 2 1 0 1 1 3 7

1 3
2

2 2

1
cos sin = 0,

2

a K a K

a h a a

     

     

 



     

 

 (4.36) 
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1 2 1 2

2 2 3 2 2 2 4 2 1 1

11 2 2

4 2 1 2 0 2 2 3 8

1 3
2

2 2

1
cos sin = 0,

2

a K a K

a h a a

     

     

 



     

 

 (4.37) 

 
1 1

3 3 1 0 1 3 1 7 2 0 2 3 2 8

1 1 1
( sin ) ( sin ) = 0,

2 4 4
a a k a a k             (4.38) 

где 
7 1 3 8 2 3,          - сдвиги фаз колебаний,  

1 1

3 0 3 0

2 2

2 2 2

1
= sin , = cos , = ,

2

4
= cos( ), = sin( ), = ( =1,2)

( )
i

i
i i i i i i i

f i

s

h g
l k K i

   

 

   

 

        

       
 

 

  


        (4.39) 

Согласно определяющим уравнениям (4.33)-(4.38) нелинейные совместные 

колебания механической системы «упругая пластинка на вязкоупругом основании 

+ подвижная осциллирующая нагрузка” в вязкоупругой окружающей среде 

определяются коэффициентами 
is  и ( 1,2)i i   (2.64) и 

3s  и 
3 (4.39). 

Коэффициенты затухания 
is  при 0 1i   и 0 1   зависят от частот колебаний 

i  и 
0 , а при 0i   и 0   обращаются в ноль ( 0is  ). 

4.3 Конечная вязкость осциллятора  

Рассмотрим теперь решение задачи для случая, когда нелинейность 

пластинки описывается величинами порядка ε, а вязкость амортизатора 

осциллирующей нагрузки задается конечной величиной порядка 
0 . Также будем 

считать, что ускорение 
2

2

q

t




 является малой величиной в сравнении с ускорением 

свободного падения g.  

Тогда уравнение движения осциллятора с учетом (4.7)-(4.8) запишется в 

виде: 

1

2

2 2

0 0 1 0 0 1

2

2 0 0 2

(1 ) (1 ) sin

(1 ) sin .

f

f

q D q D x t

D x t g

   

 

 



    

   

 



    

  
                (4.40) 
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В случае конечной вязкости осциллятора уравнения для различных 

порядков  примут вид: 

порядка 
0   

                                2 2

0 0 0 0 0(1 )D Q D Q g 

     ,                           (4.41) 

порядка     

1 2

2 2 2 1

0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0

2 2

1 0 0 10 2 0 0 20

(1 ) 2

(1 ) sin (1 ) sin .f f

D Q D Q D D Q D D Q

D X t D X t

   

 

   

 

    

      

     

   
       (4.42) 

Решение линейного уравнения (4.41) для осциллятора имеет вид: 

   0 1 1 0 2 2 0exp exp ,Q z T z T C                                         (4.43) 

где 
1 ,

2 , 
1z , 

2z  – некоторые константы.  

Подставив решение (4.43) в уравнение (4.41), получим характеристическое 

уравнение 

2 2 2

0 0 0,z z 

                                                (4.44) 

которое имеет два комплексных корня [214, 220] 

1,2 ,z i                                                     (4.45) 

где   - частота затухающих колебаний осциллятора Кельвина-Фойгта с 

коэффициентом демпфирования  . 

Корни характеристического уравнения (4.44) впервые были исследованы 

Россихиным Ю.А. и Шитиковой М.В. в 1997 году [214], поведение которых при 

различных величинах параметра дробности  , значения которых указаны у 

соответствующих кривых, показано на Рис.4.2. 



107 
 

 

Рисунок 4.2 - Корни характеристического уравнения осциллятора Кельвина-

Фойгта на основе модели с дробной производной (4.44) согласно [214]. 

Подставляя решения (4.23) и  (4.43) в уравнения (4.20), (4.21) и (4.42), 

получим: 
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A i T A A i T

A i T A A i T

A i T A

     

     

     

  

            
   

            
   

            
   

      
   

   

     

   

2 1 2 1 2 0

2

2 2 1 2 1 2 0 2 1 2 1 0

2 2

2 1 2 1 0 2 2 1 1 0 2 1 2 1 0
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f f f
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1

2

2 1 0 2 1 2 1 0

2

2 2 1 1 0 1 0 0 1

exp 2

2 exp 2 ( ) exp exp ,

f f f

f f

T i T

i T h i i T i T cc

   

     

        
   

           
  (4.46) 
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Внешний резонанс в данном случае наложится на внутренний резонанс 1:1 

при следующих условиях:  

                                           
(1) ,

(2) .

i fi

i fi

  

  

 

 
                                            (4.49) 

После исключения вековых членов из уравнений (4.46)-(4.47) с учетом 

уравнений (3.11) и (4.49), получим систему из двух определяющих уравнений: 

    1 21 22
1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 1 1 1

2 (1 ) 3

6 2 2 2 ( ) = 0,

i D A i i A A A

A A A A A A A i i h

 
      

     

     
 

          
  (4.50) 

    1 21 22
1 1 2 1 2 2 2 2 2 3 2 2

2 2 2

3 2 2 4 2 1 4 2 1 1 4 1 1 2 2 1

2 (1 ) 3

6 2 2 2 ( ) = 0.

i D A i i A A A

A A A A A A A i i h

 
      

     

     
 

          
  (4.51) 

Умножая (4.50) на 1A  и (4.51) на 2A , соответственно, складывая и вычитая 

сопряженные к ним уравнения, а также представляя функции 
1A  и 

2A  в полярном 

виде (4.32), и принимая константу 
1  

     30

1 30 ,
i

a e


                                              (4.52) 

где 
30a  и 

30  - амплитуда и фаза колебаний осциллятора, определяемые из 

начальных условий (4.3), приходим к следующей системе уравнений:   

 
.

2 2 1 2 2 1 2 2

1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 30 1 1sin 2 2 sin ( )cos = 0,a s a a a h a a                    (4.53) 

 
.

2 2 1 2 2 1 2 2

2 2 2 2 4 1 2 2 2 2 30 2 2sin 2 2 sin ( )cos = 0,a s a a a h a a                 (4.54) 

 

   

 

1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 2 1 2 2

11 2 2 2

2 1 2 1 1 1 30 1 1

1 3
2

2 2

1
cos 2 cos ( )sin = 0,

2

a K a K

a h a a

     

        

 



     

     

 (4.55) 

 

   

 

1 2 1 2

2 2 3 2 2 2 4 2 1 1

11 2 2 2

4 2 1 2 2 2 30 2 2

1 3
2

2 2

1
cos 2 cos ( )sin = 0,

2

a K a K

a h a a

     

        

 



     

     

 (4.56) 

где 
1 1 30 2 2 30,          - сдвиги фаз колебаний. 
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4.4 Численные исследования  

В качестве примера рассматривалась квадратная пластина с собственными 

частотами 
1 2 10    при 

1 2 1,m n  2 1 3m n  .  

Подрессоренная нагрузка в виде вязкоупругого осциллятора, свойства 

которого описываются моделью Кельвина-Фойгта с дробной производной, 

движется с постоянной скоростью 0.16V  60
км

V
ч

 
 

 
 вдоль оси x. 

Вынужденные колебания пластинки изучались для различных случаев величины 

массы осциллятора, при этом принималось, что 
00.5, 0.5.q    

Пластинка находится в условиях внутреннего резонанса 1:1 при 

1 2 10,13   , в сочетании с внешним резонансом: 

(1) для случая малой вязкости 

22 0 3.14 3 0.16 8.63 10.13,f                                                  (4.57)   

(2) для случая конечной вязкости 

    
22 3,14 3 0,16 8,63 10,13.f                                    (4.58)   

В уравнении (4.58) частота колебаний   для вязкоупругого осциллятора по 

модели Кельвина-Фойгта с дробной производной определяется совместно с 

коэффициентом демпфирования   по диаграмме для корней характеристического 

уравнения данной модели в зависимости от параметра дробности осциллятора, 

частоты упругих колебаний системы и времени ретардации [214, 220]. Следует 

отметить, что характерной особенностью модели с дробной производной в 

отличие от классической модели Кельвина-Фойгта является то, что для некоторых 

диапазонов значений времени ретардации, собственная частота колебаний 

осциллятора   возрастает с увеличением коэффициента демпфирования   и 

может в несколько раз превышать частоту упругих колебаний системы 0 .  

На Рис. 4.3 и 4.4 наглядно показан энергообмен между 

взаимодействующими модами нелинейных свободных ( 0m  ) и вынужденных 

( 0)m   колебаний шарнирно опертой пластины на упругом и вязкоупругом 

2
( 0)   основании от нагрузки в виде осциллятора с малой вязкостью и с 
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конечной вязкостью, соответственно. На Рис. 4.3-4.4 синим цветом показаны 

вынужденные колебания при отсутствии сил сопротивления среды и основания 

1 2
( 0, 0)   , красным цветом изображены вынужденные колебания, огибающие 

амплитуд которых затухают по экспоненциальному закону при 
1 2

0.1, 0.2.    

Увеличение величины нагрузки приводит к увеличению безразмерных амплитуд 

колебаний пластины и значительному уменьшению периода колебаний. 

 

Рисунок 4.3 - Зависимость безразмерных амплитуд нелинейных свободных (а) и 

вынужденных колебаний от безразмерного времени T1 для шарнирно опертой 

пластинки при воздействии подвижной нагрузки в виде осциллятора с малой 

вязкостью: б) 
1 225, 25f f   ; в) 

1 250, 50f f   ; г) 
1 275, 75f f   ; 

1a  - 

пунктирная линия, 
2a  - сплошная линия. 
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Рисунок 4.4 - Зависимость безразмерных амплитуд нелинейных вынужденных 

колебаний от безразмерного времени T1 для шарнирно опертой пластинки при 

воздействии подвижной нагрузки в виде осциллятора с конечной вязкостью: 

 а) 
1 210, 10;f f    б) 

1 215, 15;f f    в) 
1 220, 20;f f    г) 

1 225, 25;f f    

 
1a  - пунктирная линия, 

2a  - сплошная линия. 

 

Зависимость амплитуд нелинейных колебаний от значений дробных 

параметров окружающей среды 
1  и вязкоупругого основания 

2  представлена на 

Рис. 4.5 для случая воздействия осциллятора с малой вязкостью. С увеличением 

параметров дробности вязкоупругого основания и окружающей среды 

демпфирование колебаний усиливается. 
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Рисунок 4.5 - Зависимость безразмерных амплитуд нелинейных вынужденных 

колебаний от времени T1 для пластинки на вязкоупругом основании при 

воздействии подвижной подрессоренной нагрузки в виде осциллятора с малой 

вязкостью (
1 225, 25f f   ) для различных значений параметров дробности; 

 
1a  - пунктирная линия, 

2a  - сплошная линия. 

Результаты сравнительного численного анализа нелинейных колебаний 

пластины на вязкоупругом под действием движущегося осциллятора с конечной 

вязкостью (FV) и малой вязкостью (SV) представлены на Рис.4.6 для различных 

значений реологических параметров. Из Рис. 4.6 следует, что затухание 

колебаний по модели внешней нагрузки с малой вязкостью происходит быстрее, 

чем по модели с конечной вязкостью, а период колебаний для первой модели 

больше. Затухание амплитуд колебаний увеличивается с увеличением параметров 

дробности окружающей среды и основания для обоих случаев вязкости 

осциллятора. 
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Рисунок 4.6 – Сравнительный анализ безразмерных амплитуд нелинейных 

вынужденных колебаний для случаев воздействия осциллятора с малой вязкостью 

и конечной вязкостью при 
1 225, 25f f    для различных значений параметров 

дробности: a) 
1 2

0, 0   ; б) 
1 2

0.1, 0.2   ; в) 
1 2

0.1, 0.4   ; 

 г) 
1 2

0.2, 0.4   ; 
1a  - пунктирная линия, 

2a  - сплошная линия. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Основные результаты проведенных исследований можно сформулировать 

следующим образом: 

1. При помощи обобщенного метода многих временных масштабов получены 

разрешающие уравнения для определения нелинейных амплитуд и фаз 

вынужденных колебаний при воздействии гармонической силы, приложенной в 

точке или движущейся с постоянной скоростью. Данная система уравнений 

позволяет изменять характер вязкости окружающей среды и основания при 

различных параметрах дробности. Приближенные численные решения 

полученных уравнений найдены с помощью метода Рунге-Кутта четвертого 

порядка, на основе которого для выполнения численных экспериментов был 

разработан алгоритм, зарегистрированный в государственном реестре программ 

для ЭВМ. По найденным амплитудам колебаний построены графики зависимости 

безразмерных перемещений от времени. 

2. Проведен сравнительный анализ безразмерных амплитуд колебаний 

системы «пластина+вязкоупругое основание» для моделей основания Фусса-

Винклера и Пастернака, а также для моделей вязкоупругости Кельвина-Фойгта и 

стандартного линейного твердого тела с дробной производной. Период колебаний 

для модели Кельвина-Фойгта больше, чем у модели стандартного линейного 

твердого тела, но, в свою очередь, диапазон изменения амплитуды у последней 

модели шире, что также следует учитывать при расчете конструкций.  

3. При использовании моделей с дробной производной для описания 

свойств вязкоупругних сред и материалов коэффициенты демпфирования в 

определяющих системах уравнений зависят от собственных частот колебаний 

системы, что находится в хорошем соответствии с гипотезой модального 

демпфирования и экспериментальными данными. Показано также, что при 

больших временах релаксации материала основания коэффициенты затухания для 

модели стандартного линейного твердого тела совпадают с коэффициентами для 

модели Кельвина-Фойгта. 
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4. Изучено влияние граничных условий на процесс нелинейных колебаний 

пластины на вязкоупругом основании. Показано, что полученная система 

разрешающих уравнений для определения амплитуд и фаз нелинейных колебаний 

пластинки является универсальной для различных типов граничных условий, для 

каждого из которых вычисляются отдельно лишь коэффициенты и собственные 

частоты колебаний механической системы. Колебания прямоугольной упругой 

пластины, защемленной по контуру, происходят с наибольшей собственной 

частотой по сравнению с остальными типами граничных условий.  

5. Рассмотрено влияние порядка малости амплитуды внешней гармонической 

силы на процесс нелинейных колебаний системы в случаях ее «мягкого» и 

«жесткого» возмущения. Показано, что в случае «жесткого» воздействия внешней 

силы при нелинейных колебаниях пластины могут возникнуть дополнительные 

виды внешних резонансов, а именно супергармонический и субгармонический 

резонансы, для каждого из которых получены разрешающие системы уравнений 

для определения амплитуд и фаз колебаний пластины в условиях сочетания с 

внутренним резонансом один-к-одному. 

6. Изучено влияние амплитуды подвижной нагрузки на характер нелинейных 

вынужденных колебаний. Показано, что с ростом амплитуды внешней силы 

увеличивается диапазон изменения амплитуд колебаний. Условие наступления 

внешнего резонанса при действии подвижной нагрузки можно регулировать за 

счет изменения ее скорости. 

7. Решена задача о нелинейных колебаниях упругой пластинки на 

вязкоупругом основании под действием подвижной осциллирующей нагрузки. 

Получены разрешающие системы уравнений для определения нелинейных 

амплитуд и фаз колебаний для случаев малой и конечной вязкости осциллятора. 

Сравнительный анализ двух случаев показал, что затухание колебаний для модели 

внешней осциллирующей нагрузки с малой вязкостью происходит быстрее, чем 

для модели с конечной вязкостью, в то время как период колебаний у последней 

модели меньше. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

 

Выражения для функции напряжений Эйри для различных типов граничных 

условий 

1) Жесткое защемление по контуру (СССС) 
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2) Две защемленные грани и две шарнирно опертые (СSСS) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 

Выражения для коэффициентов при нелинейных членах для различных типов 

граничных условий 

1) Шарнирное опирание по контуру (SSSS) 
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3) Две защемленные грани и две шарнирно опертые (СSСS) 
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