
 

 

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение 

высшего образования 

«Тульский государственный университет» 

 

На правах рукописи 

 

 

Кузнецова Оксана Игоревна 

 

КОНСТРУИРОВАНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНО МУЛЬТИСТАБИЛЬНЫХ 

ХАОТИЧЕСКИХ СИСТЕМ И ИХ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ДЛЯ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ИНФОРМАЦИИ 

 

 

Специальность 1.2.2. Математическое моделирование, 

численные методы и комплексы программ 

 

Диссертация на соискание ученой степени 

кандидата физико-математических наук 

 

 

Научный руководитель: 

доктор физико-математических наук, доцент  

Буркин Игорь Михайлович 

 

 

 

Тула - 2023



2 

 

      

ОГЛАВЛЕНИЕ 

Введение…………………………………………………………………………...4 

Глава 1. Аттракторы динамических систем: классификация и характеристики. 

Системы-хамелеоны.…………………………………………………………….13 

1.1 Аттрактор  динамической  системы.  Самовозбуждающиеся  и 

скрытые аттракторы.…………………………………………………….13 

1.2 Система в форме Лурье. Приведение системы в форме Лурье к 

системе каскадного типа. Метод продолжения по параметру для поиска 

скрытых аттракторов…………………………………………….………17 

1.3 Управляемость, наблюдаемость…………………………….………22 

1.4 О секторах линейной устойчивости и неустойчивости…………...23 

1.5 Гипотезы Айзермана и  Калмана…………………………………...24 

1.6 Вычисление характеристик аттрактора…………………………….25 

1.7 Метод построения систем хамелеонов…………...…………………29 

1.8 Выводы по главе 1……………………………………………………41 

Глава 2. Мультистабильность   и   мегастабильность.   Генерирование 

мегастабильных систем на основе систем в форме Лурье со скалярной 

нелинейностью.…………………………………………………………………..42 

2.1 Мультистабильные     системы     и     известные     методы     их 

генерирования…………………………………………………………....42 

2.2 Генерирование мегастабильных систем с 1-D решеткой аттракторов 

на основе систем в форме Лурье………………………………………...45 

2.3 Генерирование  мегастабильных   систем  с  (n -1)-D   решеткой 

аттракторов на основе систем в форме Лурье………………………….58 

2.4 Выводы по главе 2 …………………………………………………...71 

Глава 3. Новые подходы к генерированию мегастабильных систем…………72 

3.1 Конструирование   мегастабильных   систем   с   n -D   решеткой 

хаотических аттракторов………………………………………………..73 

3.2 Другие методы генерирования мегастабильных систем…………..80 

3.3 Выводы по главе  3…………………………………………………..86  



3 

 

      

Глава 4. Применение мегастабильных хаотических систем для обеспечения 

безопасной связи…………………………………………………………………87 

4.1 Метод адаптивной синхронизации для общего класса хаотических 

вещественных моделей………………………………………………….88 

4.2 Адаптивная  синхронизация  для  мегастабильной  системы  с  4-D 

решеткой скрытых хаотических аттракторов………………………….91 

4.3 Адаптивная синхронизация для мегастабильной системы с 2-D 

полосой скрытых аттракторов………………………………………....101 

4.4 Выводы по главе 4………………………………………………….106  

Заключение……………………………………………………………………...107 

Список литературы……………………………………………………………..109 

Приложение А. Программа   для  шифрования  информации  с  использованием 

мегастабильной системы с 4-D решеткой хаотических аттракторов………..123 

Приложение Б. Программа  для  шифрования  информации  с  использованием 

мегастабильной системы с 2-D полосой скрытых аттракторов……………...124 

 

 

 

 



4 

 

      

Введение 

С момента первого обнаружения в 1960-х годах XX века Эдвардом 

Лоренцем [87] нерегулярных колебаний в детерминированных динамических 

системах мир хаотических моделей стал поистине необъятным. Теория хаоса 

была интегрирована во многие научные области, начиная от физики [38, 72] и 

инженерии [40], до окружающей среды [104], медицины [46, 55], 

нейробиологии [39, 69, 88], экономики [56, 61]. Благодаря своей высокой 

чувствительности к начальным условиям и значениям параметров, 

хаотические системы оказались очень полезными в приложениях, требующих 

использования систем высокой сложности, таких как шифрование [59], 

безопасная связь [123], робототехника [93], генераторы случайных чисел [94], 

системы спутниковой связи и сотовой телефонии [51] и многих других.  

Разрушение традиционного взгляда на то, что хаос вреден, и не 

поддается контролю, породило непрерывный интерес к исследованию 

особенностей вновь обнаруживаемых систем с хаотическим поведением.  

Оказалось, что хаотические системы могут иметь различное число и 

геометрические формы состояний равновесия [50, 58, 64, 107]. Такие системы 

могут быть мультистабильными, то есть обладать одновременно несколькими 

аттракторами со своими областями притяжения, характеризующимися 

различными начальными условиями [41, 75]. Более того, хаотические системы 

могут быть экстремально мультистабильными, обладающими бесконечным 

числом сосуществующих аттракторов [79, 81, 83, 100].           

Знаковым событием в теории динамического хаоса явилось открытие в 

2010 году Г.А. Леоновым и Н.В. Кузнецовым так называемых скрытых 

аттракторов (hidden attractors) [34], области притяжения которых, в отличие 

от областей притяжения самовозбуждающихся (self-excited) аттракторов, не 

пересекаются с малыми окрестностями неустойчивых положений равновесия 

системы. Развитые в работах Г.А. Леонова и Н.В. Кузнецова аналитико-

численные методы поиска скрытых аттракторов в системах в форме Лурье 

позволили найти такие аттракторы в системах с единственным устойчивым 
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состоянием равновесия (построить контрпримеры [3, 34] к известным 

гипотезам Айзермана [1], и Калмана [65]), а также впервые найти скрытый 

аттрактор в классической системе Чуа [74]. Дальнейшее развитие эти идеи 

получили в работах [2, 3, 20, 34, 70, 71]. Открытие скрытых аттракторов в 

динамических системах породило волну публикаций исследователей по всему 

миру. Обзор этих публикаций можно найти, например, в [53, 118].  В работах 

[62, 99] были рассмотрены системы, которые при различных значениях, 

входящих в них параметров могут обладать как самовозбуждающимися, так и 

скрытыми аттракторами, эти системы получили название "системы-

хамелеоны". К категории скрытых аттракторов относятся также аттракторы 

систем без состояний равновесия [96].   

В последние годы многие исследователи сосредоточились на вопросах 

конструирования новых хаотических систем, востребованных в приложениях 

[99, 112]. Чтобы создать новую хаотическую систему, было разработано 

несколько различных подходов. Один из подходов – рассмотреть 

существующую хаотическую систему и изменить ее, добавив дополнительные 

члены в дифференциальные уравнения, описывающие систему [104], или 

модифицировать существующий член [64, 73], или даже добавить новые 

состояния в систему и изменить её порядок, например, добавить в систему 

мемристор [122].  

Одним из наиболее перспективных методов генерирования 

хаотических систем, востребованных в приложениях, оказался приём, 

получивший  название  усиление  смещения  (offset  boosting),  предложенный  

C. Li, J.C. Sprott, Y. Mei [83]. Дело в том, что для хаотических сигналов, 

используемых в информационной инженерии, включая хаотичную 

безопасную связь, маскировку информации и обработку нейронных сигналов, 

важны такие характеристики как масштаб и смещение. Усиление смещения 

означает, что аттрактор перемещается в фазовом пространстве в любом 

направлении, то есть среднее значение соответствующей переменной 

необходимым образом масштабируется. Последнее обстоятельство дает 
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инженеру прямой способ преобразовать биполярный хаотический сигнал в 

униполярный. Более того, оказалось, что использование процедуры усиления 

смещения позволяет получить такие эффекты, как самовоспроизводящиеся 

аттракторы [81, 86], удвоение числа аттракторов [78], условно симметричные 

аттракторы [85].  Методы, использование которых позволяет достигнуть 

описанных эффектов, подробно изложены в работе [75]. Таким образом, 

использование усиления смещения позволяет, опираясь на известные простые 

хаотические системы, генерировать достаточно сложные (мультистабильные) 

системы, в том числе системы со скрытыми аттракторами [43], которые могут 

быть использованы, например, для маскировки информации и организации 

безопасной связи [97, 98, 102, 112, 115].  

В диссертации предложены новые аналитико-численные методы 

конструирования систем-хамелеонов и мегастабильных хаотических систем, 

обладающих самовозбуждающимися или скрытыми хаотическими 

аттракторами на основе многомерных систем в форме Лурье.  

Сгенерированные автором мегастабильные системы, обладающие 

хаотическими аттракторами, используются для обеспечения безопасной связи.  

Целью работы является разработка аналитико-численных методов 

конструирования мегастабильных хаотических систем, которые могут быть 

использованы для защиты информации в системах коммуникации.  

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие 

задачи:   

1. Разработать метод конструирования однопараметрических систем-

хамелеонов.  

2. Разработать  методы  конструирования n -мерных мегастабильных 

хаотических систем, обладающих 1-D, (n -1)-D решеткой аттракторов.  

3. Разработать    методы    конструирования    n -мерных    мегастабильных 

 систем, обладающих n -D решеткой аттракторов.  

4.  Разработать метод генерирования мегастабильных систем без 

состояний равновесия. 
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5.   Разработать и реализовать алгоритмы для преобразования 

информации, передаваемой по каналам связи, на основе   

сконструированных   мегастабильных   систем, обладающих 

хаотическими аттракторами, в виде комплекса программ. 

Методы исследования. При выполнении диссертационного 

исследования использовались методы теории матриц, теории устойчивости, 

обобщенный принцип Пуанкаре-Бендиксона, метод продолжения по 

параметру, частотные методы, методы вычисления показателей Ляпунова и 

размерности Каплана-Йорке аттракторов; при разработке вычислительных   

алгоритмов использовались MATLAB, Mathcad.  

Основные положения, выносимые на защиту: 

1.   Метод конструирования однопараметрических систем-хамелеонов в 

форме Лурье, использующий прием продолжения по параметру.  

2.  Методы конструирования n -мерных мегастабильных хаотических 

систем, обладающих 1-D, (n -1)-D решеткой аттракторов на основе 

систем в форме Лурье.  

3. Метод  конструирования  n -мерных  мегастабильных  систем, 

обладающих n -D решеткой аттракторов на основе систем в форме 

Лурье.  

4.  Метод   генерирования   мегастабильных   систем   без   состояний 

равновесия, обладающих аналитическими решениями.  

5.  Алгоритм и его программная реализация для преобразования 

информации, передаваемой по каналам связи, на основе 

сконструированных мегастабильных систем, обладающих 

хаотическими   аттракторами   в   виде   комплекса   программ   в   пакете  

вычислений MATLAB. 

Научная новизна. Все пункты, перечисленные в положениях, 

выносимых на защиту, являются новыми и получены автором самостоятельно.  

Теоретическая и практическая значимость. Результаты 

диссертационной работы представляют собой вклад в разработку новых 
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аналитико-численных методов конструирования однопараметрических 

систем-хамелеонов, а также мегастабильных хаотических систем, 

допускающих потенциальное использование в маскировке информации, 

предствленной в виде текста, изображений, аудио и видеоинформации, или 

создании сигналов нужной полярности.  

Достоверность полученных результатов обеспечивается строгим 

использованием математического аппарата и подтверждается сравнением с 

ранее известными результатами.  

Апробация работы. Результаты диссертационной работы 

докладывались: 

- на Международных научно-технических конференциях «Актуальные 

проблемы прикладной математики, информатики и механики» (Воронеж, 

Воронежский государственный университет, 2017, 2022); 

- на XXV Международной научной конференция студентов, аспирантов и 

молодых ученых «Ломоносов» (Москва, Московский государственный 

университет им. М.В. Ломоносова, 2018); 

- на Международных научных конференциях «Устойчивость и колебания 

нелинейных систем управления (конференция Пятницкого)» (Москва, 

Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, 2018, 2020); 

- на the 6th International Conference on Nonlinear Analysis and Extremal Problems 

(NLA-2018) (Irkutsk, Matrosov Institute for System Dynamics and Control Theory 

of SB RAS, 2018); 

- на Международной конференции, посвященной 70-летию С.Л. Атанасяна, 

70-летию И.С. Красильщика, 70-летию А.М. Самохина, 80-летию В.Т. 

Фоменко (Рязань, Рязанский государственный университет им. С.А. Есенина. 

2018); 

- на V Международной конференции и молодежной школе «Информационные 

технологии и нанотехнологии (ИТНТ-2019)» (Самара, Самарский 

национальный исследовательский университет им. акад. С.П. Королева, 2019); 

- на   Всероссийской   конференции   с   международным   участием   «Теория 
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управления и математическое моделирование (СТММ 2020)», посвященной 

памяти профессора Н.В. Азбелева и профессора Е.Л. Тонкова 

(Ижевск, Удмуртский государственный университет, 2020); 

- на семинарах кафедры «Вычислительной механики и математики» Тульского 

государственного университета (Тула, Тульский государственный 

университет, 2017-2021); 

- на XVI Международной Казанской школе-конференции «Теория функций, 

её приложения и смежные вопросы» (Казань, Казанский (Приволжский) 

федеральный университет, 2023); 

- на семинарах научно-исследовательской лаборатории «Теоретико-числовые 

методы в приближенном анализе» Тульского государственного 

педагогического университета им. Л.Н. Толстого (Тула, Тульский 

государственный педагогический университет им. Л.Н. Толстого, 2023). 

Публикации. По теме диссертации опубликована 21 работа, в том 

числе: 2 публикации в журналах, индексируемых в базе Scopus [44, 45], 5 

публикаций в изданиях, индексируемых в базе Scopus и рекомендованных 

Высшей аттестационной комиссией [8, 12, 13, 25, 43], 2 публикации. в 

изданиях, рекомендованных Высшей аттестационной комиссией [26, 27],   

Получено 2 свидетельства о государственной регистрации программ для 

ЭВМ [26, 27]. 

Работа поддержана грантом №2017-49 Публ. Тульского 

государственного университета в 2017 году.  

В работах [12, 44] диссертанту принадлежит численное моделирование,  

соавтору принадлежат постановка задачи и остальные результаты. В работах 

[8, 43, 45] диссертанту принадлежат численное моделирование и метод 

конструирования систем, обладающих 1-D, (n -1)-D решеткой аттракторов, 

соавтору принадлежит постановка задачи. В работе [13] диссертанту 

принадлежат метод генерирования трехмерных систем без состояний 

равновесия, содержащих 2-D полосу скрытых хаотических аттракторов 

размерности "почти 3" и численное моделирование, соавтору принадлежит 
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постановка задачи. Во всех работах обработка и интерпретация полученных 

результатов выполнена лично диссертантом. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех 

глав, заключения, списка литературы и 2 приложений. Полный объем 

диссертации составляет 124 страницы со 105 рисунками и 6 таблицами. 

Список литературы содержит 124 наименования. 

Содержание работы 

Во введении обоснована актуальность исследований, проводимых в 

рамках данной диссертационной работы, приведён обзор научной литературы 

по изучаемой проблеме, сформулирована цель, поставлены задачи работы, 

показана научная новизна и практическая значимость работы. 

В первой главе диссертации излагаются основные понятия и 

математический аппарат, используемые в последующих главах диссертации. 

Приведен обзор известных подходов к поиску срытых аттракторов 

динамических систем, основанных на использовании метода продолжения по 

параметру [20].  

Основным результатом, представленным в первой главе, является 

метод конструирования однопараметрических систем-хамелеонов в форме 

Лурье, использующий метод продолжения по параметру. 

Вторая глава диссертации посвящена разработке методов 

конструирования n -мерных мегастабильных хаотических систем, 

обладающих  1-D,  (n -1)-D  решеткой аттракторов,  на основе систем в форме  

Лурье.  

Предложено два подхода к конструированию мегастабильных систем. 

Первый подход заключается в замене нелинейности на периодическую 

функцию, что, по сути дела, является преобразованием исходной системы в 

систему  с  угловой координатой.  Этот подход  позволяет  строить системы  с 

1-D решеткой аттракторов (как самовозбуждающихся, так и скрытых).  

Второй подход использует возможность преобразования системы в 

форме Лурье в систему каскадного типа. Замена в новой системе подходящим 
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образом некоторых переменных на периодические функции этих переменных 

позволяет строить динамические системы с (n -1)-D решеткой аттракторов. 

В третьей главе диссертации предложен метод конструирования n -

мерных мегастабильных систем, обладающих n -D решеткой хаотических 

аттракторов, на основе систем в форме Лурье с помощью синтеза подходов, 

изложенных во второй главе диссертации.   

Мегастабильные системы, содержащие 1-D решетку хаотических 

аттракторов, удается получить, заменяя нелинейность в исходной системе на 

периодическую функцию. Далее, переходя к системе каскадного типа и 

заменяя некоторые переменные в новой системе на периодические функции 

этих  переменных,  удается построить мегастабильную  систему,  содержащую  

n -D решетку хаотических аттракторов. В качестве одного из примеров в 

диссертации впервые построена система четвертого порядка с 4-D решеткой 

хаотических аттракторов.  

Излагаются и другие методы конструирования мегастабильных 

хаотических систем. Предложен метод, использующий прием усиления 

смещения, введение периодических функций, а также некоторые   идеи   C.  Li 

использования функции sign  и функции абсолютного значения  для удвоения 

сосуществующих аттракторов  системы.  С помощью этого подхода удается 

сконструировать мегастабильную систему с 2-D полосой скрытых аттракторов 

без состояний равновесия. 

Во второй и третьей главах диссертации приведены многочисленные 

примеры cконструированных мегастабильных систем на основе систем в 

форме Лурье с помощью методов, разработанных автором диссертации. 

В четвертой главе предлагаются методы обеспечения безопасной 

связи на основе адаптивной синхронизации между двумя разработанными 

автором в третьей главе диссертации идентичными мегастабильными   

системами, обладающими хаотическими   аттракторами. 

Использована улучшенная схема адаптивной синхронизации, 

предложенная A.A.-H. Shoreh, N.V. Kuznetsov, T.N. Mokaev [106], которая 
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связывает линейные и нелинейные члены в динамической системе. Схема 

обеспечения безопасной связи построена таким образом, чтобы разделить 

сообщение и распределить его между двумя каналами, что повышает 

безопасность системы связи, и усложняет задачу декодирования 

злоумышленником. Некоторый бит информационного сигнала вводится в 

параметры модуляции и передается по одному из двух каналов связи; тем 

временем другой бит вводится в хаотическое состояния передатчика и 

передается по второму каналу. На стороне приемника сообщение может быть 

точно извлечено с помощью адаптивных методов и функции декодирования. 

Предложенная схема надежна к различным масштабам аддитивного белого 

гауссовского шума. 

 С помощью предложенной схемы синхронизации между парой 

идентичных мегастабильных систем, обладающих хаотическими 

аттракторами, удалось замаскировать текст, изображение в градациях серого, 

цветное изображение, аудиосигнал и видеосигнал. 

Вышеописанная стратегия реализована автором в виде комплекса 

проблемно-ориентированных программ для проведения вычислительного 

эксперимента [26, 27] с использованием среды MATLAB & Simulink. 

В заключении представлены основные результаты работы. 

В приложениях приводятся свидетельства о государственной 

регистрации программ для ЭВМ.    



 

 

Глава 1 

Аттракторы динамических систем: классификация и характеристики. 

Системы-хамелеоны 

Системы-хамелеоны – класс систем, характеризующийся тем, что при 

одних значениях входящих в систему параметров в них наблюдаются 

самовозбуждающиеся колебания, а при других значениях – скрытые.  

В этой главе кратко представлены необходимые в работе сведения из 

теории динамических систем и теории управления, а также предложен 

численно-аналитический метод конструирования однопараметрических 

систем-хамелеонов в форме Лурье.  

Содержание этой главы опирается на работы [14, 19, 23, 24, 44]. 

 

1.1 Аттрактор динамической системы. Самовозбуждающиеся и 

скрытые аттракторы  

В данной работе мы будем рассматривать только непрерывные 

динамические системы, порожденные дифференциальными уравнениями 

следующего вида: 

                              
( ),  ,  .n

dx
f x t R x R

dt
=                    (1.1.1) 

Здесь 
nR  – евклидово пространство, t  – независимая переменная, ( )f x – 

вектор-функция: .n nR R→  

Приведенные ниже определения аттракторов системы (1.1.1) 

принадлежат Г.А. Леонову [30]. 

Определение 1.1. Будем говорить, что множество 
nK R  

инвариантно, если ( ), ,  0x t K K t=   . 

Здесь ( ) ( ) 0 0, , | .x t K x t x x K=   

Определение 1.2. Будем говорить, что ( ),K x  – расстояние от точки  

x  до множества K , которое определяется по формуле  

( ), inf
z K

K x z x


= −  
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где   – евклидова норма в 
nR . Будем обозначать  ( )K   – множество точек x ,  

для которых ( ), .K x   

Определение 1.3. Будем говорить, что  инвариантное множество K  

является  локально притягивающим (обладает свойством 1), если для 

некоторой  -окрестности этого множества ( )К   выполнено соотношение 

( )( ) ( )0 0lim , , 0,  .
t

K x t x x K 
→+

=    

Определение 1.4. Будем говорить, что  инвариантное множество K  

является глобально притягивающим (обладает свойством 2), если 

( )( )0 0lim , , 0,  .n
t

K x t x x R
→+

=    

Определение 1.5. Будем говорить, что K  – локальный аттрактор, если 

K  является инвариантным, замкнутым, локально притягивающим 

множеством. Будем говорить, что K  – глобальный аттрактор, если K  является 

инвариантным, замкнутым, глобально притягивающим множеством. 

Аттрактор может быть состоянием равновесия (точкой), 

периодическим (предельным циклом), квазипериодическим (n -мерным 

тором) или хаотическим (странным аттрактором). 

Если в фазовом пространстве динамической системы находится более 

одного аттрактора, такая система называется мультистабильной. 

Из определения аттрактора следует, что он может быть легко 

визуализирован численно, если траектории с начальными данными из его 

открытой окрестности в фазовом пространстве притягиваются к 

рассматриваемому аттрактору при возрастании времени. Для визуализации 

такого аттрактора достаточно выбрать начальную точку из бассейна его 

притяжения и численно наблюдать за процессом притяжения траектории, 

начинающейся в выбранной точке, к аттрактору.  

Анализ динамической системы  (1.1.1)  обычно начинается с поиска ее  

состояний равновесия, которые могут быть легко найдены численно или 

аналитически. Если система обладает самовозбуждающимся аттрактором 
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(self-excited attractor), то проблем с визуализацией аттрактора системы не 

возникает.  

Определение 1.6. Аттрактор называется самовозбуждающимся, если 

его бассейн притяжения пересекается со сколь угодно малой окрестностью 

какого-либо состояния равновесия системы (1.1.1). 

Структура многих физических динамических систем такова, что 

существование аттракторов в них почти очевидно, поскольку решения систем 

не могут стремиться к бесконечности, а все состояния равновесия систем 

неустойчивы по Ляпунову, и колебания возбуждаются из их окрестности. 

Такое происходит во многих классических многомерных системах, поэтому 

долгое время казалось, что такой способ возбуждения колебаний является 

единственным. Так считал и Леон Чуа [49], предложивший   первую 

электрическую схему управления колебаниями, генерирующую хаотический 

сигнал (рис.1.1.1).  

 

                                 

 

Цепь состоит из двух конденсаторов 
1 2,  C C , одной катушки 

индуктивности L , линейного резистора G  и нелинейного резистора g  с 

отрицательным сопротивлением, который носит название «диод Чуа». 

Математическая модель этой схемы является кусочно-линейной автономной 

системой и для случая пяти элементов (рис.1.1.1) в безразмерных координатах  

имеет вид (1.1.2): 

Рис.1.1.1. Цепь Чуа 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BD%D0%B4%D0%B5%D0%BD%D1%81%D0%B0%D1%82%D0%BE%D1%80
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B0%D1%82%D1%83%D1%88%D0%BA%D0%B0_%D0%B8%D0%BD%D0%B4%D1%83%D0%BA%D1%82%D0%B8%D0%B2%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B8
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B0%D1%82%D1%83%D1%88%D0%BA%D0%B0_%D0%B8%D0%BD%D0%B4%D1%83%D0%BA%D1%82%D0%B8%D0%B2%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B8
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B5%D0%B7%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%BE%D1%80
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( ) ( ),

,

.

x y x x

y x y z

z y z

 

 

= − −

= − +

= − −

    (1.1.2) 

Если нелинейность имеет вид (1.1.3), то система (1.1.2) называется 

классической системой Чуа 

1 0 1( ) 0.5( )(| 1| | 1|)x m x m m x x = + − + − − .   (1.1.3) 

Полной неожиданностью оказалось, что при значениях параметров  

0 18.4562,  12.0732,  0.0052,  0.1768,  1.1468m m  = = = = − = −  в этой 

системе, имеющей  3 состояния равновесия, нет ни одного аттрактора, 

возбуждающегося   из   их   окрестностей.   Такой   феномен   был   обнаружен  

Г.А. Леоновым и Н.В. Кузнецовым [3, 34] Тем не менее, как показано в 

упомянутых работах, рассматриваемая система имеет хаотический аттрактор, 

который может быть обнаружен путем численного интегрирования с 

начальным условием (3.414309,1.41477,-3.666077) .  Этот аттрактор представлен 

на рисунке 1.1.2. Такой аттрактор было предложено назвать скрытым (hidden 

attractor). 

Определение 1.7. Аттрактор называется скрытым, если его область 

притяжения не содержит малых окрестностей положений равновесия. 

  

Рис.1.1.2. Скрытый аттрактор 

классической системы Чуа 

Рис.1.1.3. Скрытый аттрактор обобщенной 

системы Чуа 

 

Оказалось,  что  обобщенная  система  Чуа,  то  есть  система  (1.1.2)  с  

нелинейностью вида (1.1.4) 

2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

6

4

2

2

4

6

8
6.328694

4.758213−

Zn 1

1.6597291.593907− Zn 2 V
2 
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1 0 1 0( ) 0.5( )(| 1| | 1|) 0.5( )(| | | |)x m x m m x x s m x x  = + − + − − + − + − −  (1.1.4) 

при значения параметров 8.4562, 12.0732, 0.0052, 0.2,   = = = =

0 10.9668,  0.14,  1.1468s m m= − = = − , как показано в [20], имеет три скрытых 

аттрактора: цикл и два хаотических аттрактора-близнеца, расположенных в 

полосе 
0| | 2x x  . Эти аттракторы, представленные на рисунке 1.1.3,  могут 

быть обнаружены при численном интегрировании системы с начальными 

условиями 0 ( 0.458, 0.107,2.522)x = − −  и 1,2 ( 1.360, 1.633, 1.631)x =    . 

Справедливость гипотезы о существовании самовозбуждающихся 

аттракторов у диссипативной системы с неустойчивыми состояниями 

равновесия представляется почти очевидной, а также очевидными и 

естественными являются методы поиска таких аттракторов. Для систем с 

устойчивыми состояниями равновесия, или не имеющими состояний 

равновесия установление самого факта существования скрытых аттракторов, 

и, тем более, разработка эффективных методов их поиска представляет 

серьезную проблему. Для предсказания существования скрытых аттракторов 

динамических систем предлагалось, например, использовать хаотические 

временные ряды и нечеткие функции [57]. Однако методы, представленные в 

упомянутой работе, не позволяют обнаруживать скрытые аттракторы.  

 

1.2 Система в форме Лурье. Приведение системы в форме Лурье к 

системе каскадного типа. Метод продолжения по параметру для 

поиска скрытых аттракторов 

Системой в форме Лурье со скалярной нелинейностью называется 

система следующего вида [35]:  

                              ( ),  Tx Ax b c x  = + = ,                                      (1.2.1) 

где   A  – n n -матрица,   b  и c  – n -векторы,   ( )   – функция,   которую    в  

дальнейшем будем предполагать непрерывной и кусочно-дифференцируемой.  

Отметим,   что    система   вида   (1.2.1)   является   математической    моделью  

широкого класса систем автоматического управления. В частности, такой вид  
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имеет система Чуа (1.1.2).  

Пусть I  – единичная n n -матрица. Для системы (1.2.1) определим 

дробно-рациональную функцию комплексного аргумента p  следующим 

образом: 1( ) ( )Tp c A pI b −= − . Пусть передаточная функция ( )p  

невырожденная [31] и 1( ) ( )[ ( )]p m p n p −= . 

Определение 1.8. Передаточная функция ( )p  называется 

невырожденной, если многочлен в знаменателе дроби ( )p  имеет степень n  

и несократим с ее числителем (где, напомним, n  – порядок матрицы A ). 

Результаты, полученные в настоящей диссертации, существенно 

опираются на тот факт, что система в форме Лурье со скалярной 

нелинейностью (1.2.1) неособым линейным преобразованием может быть 

приведена к системе каскадного типа (1.2.2).   

Определение 1.9. Многомерной системой каскадного типа называется 

система следующего вида: 

                             

,

,

( , , , , ).

x y

y z

u f x y z x

=

=

=

                (1.2.2)  

Теорема 1.1.  Система (1.2.1) с невырожденной передаточной 

функцией ( )p  неособым линейным преобразованием всегда может быть 

приведена к системе каскадного типа. 

Утверждение 1.1. [31] Две системы вида (1.2.1) с одной и той же 

передаточной функцией эквивалентны с точностью до неособого линейного 

преобразования их координат.   

Доказательство теоремы 1.1 базируется на утверждении 1.1. Пусть 

передаточная функция системы (1.2.1) имеет вид  

1

0 1 1

1

0 1 1

( )
n

n

n n

n

c c p c p
p

a a p a p p


−

−

−

−

+ + +
=

+ + +
. 

Тогда  система  (1.2.1)  неособым  преобразованием x My=  может  быть 
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приведена к виду  

                        
1 1 1( ),  Ty A y b c y  = + = ,                                   (1.2.3) 

где  

        
1

0 1 2 1

1 1 0 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

,

0 0 0 1

col(0,0, ,0,1),  col( , , , ).

n

n

A

a a a a

b c c c c

−

−

 
 
 
 =
 
 
 − − − − 

= = − − −

              (1.2.4) 

При этом матрица преобразования M  может быть найдена как 

решение системы уравнений 

              1 1 1,  ,  .TAM MA b Mb c M c= = =                 (1.2.5)                                                      

Система (1.2.3)-(1.2.4) является системой каскадного типа. Если 

система (1.2.1) имела аттрактор, то и система (1.2.3)-(1.2.4), очевидно, также 

имеет аттрактор. Последнее обстоятельство позволяет, в частности, 

использовать многие известные результаты, связанные с существованием 

самовозбуждающихся или скрытых аттракторов у систем в форме Лурье [32, 

53], для генерирования экстремально мультистабильных систем, о чем речь 

пойдет во второй и третьей главах. 

По-видимому, единственным конструктивным методом, позволяющим  

эффективно отыскивать скрытые аттракторы многомерных динамических 

систем, в настоящее время является метод продолжения по параметру. 

Основная идея метода поиска скрытых колебаний динамической системы 

(1.1.1) использованного, в частности, в работах Г.А. Леонова и Н.В. Кузнецова, 

состоит   в   следующем.   Рассматривается   однопараметрическое   семейство 

систем   

                                      ( , ),  [0,1]x x  =                (1.2.6)  

такое,  что  ( ,1) ( )x f x = ,  и   при  малых 0     система   (1.2.6)   имеет  легко  
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обнаруживаемый самовозбуждающийся цикл. Численно отслеживается 

эволюция этого цикла при возрастании   до 1. Возможна следующая 

альтернатива: либо при некотором (0,1)   происходит бифуркация 

исчезновения аттрактора, либо при 1 =  обнаруживается скрытый аттрактор 

исследуемой динамической системы. 

Ясно, что ключевым моментом в приведенном алгоритме является 

построение функции ( , )x  , обладающей перечисленными выше свойствами. 

В работах Г.А. Леонова и Н.В. Кузнецова рассматривается класс систем в 

форме Лурье, для которых применятся эффективный численно-аналитический 

подход к построению нужной функции, основанный на методе малого 

параметра, методе описывающей функции (гармонической линеаризации), 

численных методах и прикладной теории бифуркаций.  

Другой метод поиска скрытых аттракторов многомерных систем в 

форме Лурье, также основанный на использовании идеи продолжения по 

параметру, но являющийся "менее затратным" на этапе подготовки к 

реализации численного алгоритма поиска скрытого аттрактора, предложен в 

работе [20]. Этот метод будет использован в данной диссертации, поэтому 

остановимся на нем подробнее. 

Метод построения функции, необходимой для старта вычислительной 

процедуры поиска скрытого аттрактора системы вида (1.2.1), основан на 

использовании      следующей       теоремы,       являющейся      модификацией  

утверждения, сформулированного в работе [20]. 

Теорема 1.2. Пусть функция ( )   в системе (1.2.1) непрерывна, 

кусочно-дифференцируема и выполнены следующие условия: 

1) График функции ( )   имеет единственную точку пересечения 

0 =  с прямой  (0) 0  + =  (или с прямой 0 = , если матрица A  особая); 

2) Существуют такие числа 1  и 2 , что во всех точках 

дифференцируемости функции ( )   выполнены условия 1 2( )     ; 

3) Существует    число   0     такое,    что   при   всех   [0, )   
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справедливо неравенство 

      
2

1 2 1 2( ) 1 ( )Re ( ) | ( ) | 0;i i           = + + − + −            (1.2.7)                  

4) Существует (0)  и матрица (0) TA bc+  имеет ровно два 

собственных значения с положительными вещественными частями и не 

имеет их в полосе Re 0p−   ; 

5) Матрица TA hbc+ является гурвицевой и | ( ) |h   −   . 

Тогда система (1.2.1) имеет по крайней мере один цикл, области 

притяжения которого принадлежат почти все точки окрестности состояния 

равновесия 0x =  системы. 

Пусть 0 0x   – произвольная точка из окрестности состояния 

равновесия 0x = . Численно найдем решение 0 ( )x t  системы (1.2.1) с 

нелинейностью ( )   на промежутке [0, ]T , где T  достаточно велико, и 

начальным условием   0 0(0)x x= .  Значение  0 ( )x T  будет достаточно близко к 

циклу. Рассмотрим теперь, семейство систем (1.2.1) с нелинейностями

( ) (1 ) ( )j j     + − , где 0.1 , 0,1 ,10j j j = =  . Решения этих систем будем 

обозначать ( )jx t . При численном интегрировании каждой из систем семейства 

в качестве начального условия (0)jx  будем брать 1( )jx T− . Если при 

интегрировании всех систем семейства получаем аттрактор, то при 10j =  

будет найден аттрактор системы (1.2.1) с нелинейностью ( )  . Если же при 

некотором значении j  аттрактор численным интегрированием не 

обнаруживается, то это означает, что произошла бифуркация и исчезновение 

аттрактора.  

Замечание 1.1. Если в процессе реализации описанного алгоритма на 

некотором шаге аттрактор не обнаруживается, то это может означать, 

что очередной аттрактор имеет очень малую область притяжения. В этом 

случае целесообразно попытаться уменьшить шаг дискретизации по   и 

повторить процедуру поиска с меньшим шагом. 
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1.3 Управляемость, наблюдаемость  

В этом разделе будут приведены некоторые хорошо известные 

алгебраические утверждения, которые будут использованы в дальнейшем.  

Рассмотрим нелинейную систему  

( ),  ,  ,Tdx
Ax b c x

dt
    = + = =     (1.3.1) 

где ,  ,  ,n l mx R R R     ,  ,  A b c  – постоянные матрицы размером n n , 

n m , n l  соответственно, ( )   – вектор-функция нелинейности.  

Определение 1.10. [21]  Матрица  1( ) ( )Tp c A pI b −= −  (порядка l m ), 

где p  – комплексная переменная, называется передаточной матрицей (при 

1m l= =  – передаточной функцией) системы (1.3.1) от входа   к входу ( )− . 

Определение 1.11. [32] Пара ( ),  A b  называется управляемой, если 

1,  ,...,  nrang b Ab A b n− = . 

Определение 1.12. [32] Пара ( ),  cA  называется наблюдаемой, если 

1c,  ,...,  ( )T T nrang A c A c n− = .  

Определение 1.13. [21] Пусть либо 1l  , либо 1m  . Передаточная 

матрица ( )p  называется невырожденной, если для любого корня 0  

многочлена ( ) ( )det I A  = −  существует такой минор ( )   матрицы ( ),   

что ( ) ( )
0

lim 0
 

   
→

 . 

Теорема 1.3. [21]  Для того, чтобы система (1.3.1) была управляемой 

и  наблюдаемой,  необходимо  и достаточно,  чтобы  передаточная  матрица  

( )   системы была невырожденной. 

Лемма 1.1. (лемма Шура) Если det A 0 , то  

1
   

det det  det( )
   

A B
A D CA B

C D

− 
= − 

 
.    (1.3.2)  

Если det  0D  , то  
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1
   

det det  det( )
   

A B
D A BD C

C D

− 
= − 

 
.    (1.3.3) 

 

1.4 О секторах линейной устойчивости и неустойчивости 

Пусть имеется некоторая система, которая может быть записана в виде 

(1.2.1). Проведем "линейный анализ" этой системы. Положим что ( )  = , 

то есть рассмотрим линейную систему  

                                 ( )Tx A bc x= + .                                         (1.4.1)           

Будем предполагать, что число    выбрано так, что система (1.4.1) не 

имеет периодических решений, то есть матрица  
TA bc+  не имеет чисто 

мнимых собственных значений. Это предположение эквивалентно условию 

1 ( ) 0i +   для всех 0  . Поскольку при непрерывном изменении   

спектр матрицы  
TA bc+  меняется непрерывно, то на плоскости ( , )   

можно построить такой сектор 1 2 1 2[ , ] { , : }S      


=   , что  матрицы 

всех линейных систем с 1 2,      =    имеют одно и тоже число 

собственных значений в правой полуплоскости и не имеют их на мнимой оси. 

Расширяя сектор 1 2[ , ]S   , придем к таким значениям 1 2 1,  j j    += = , что  

                                        1 11 ( ) 0, 1 ( ) 0j j j ji i     + ++ = + = .  (1.4.2)                                

Очевидно, что чисел  , для которых выполняется условие (1.4.2), 

может быть лишь конечное число. Добавим к ним значения −  и  , а в случае 

вырожденной матрицы  A  также число 0 = , и положим 

                                             1 2 1h h    += −    = .   (1.4.3)                                            

Из определения чисел (1.4.3) следует, что матрицы линейных систем 

для  1h h   +   имеют  одинаковое число k  собственных значений  в правой 

полуплоскости не имеют их на мнимой оси.  

Определение 1.14. Если при некотором значении 1( , )h h   +  и 0k =   
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матрица 
TA bc+  гурвицева, то множество 1{( , ) : }h h


   


+   – сектор 

линейной устойчивости.  

Определение 1.15. Если при некотором значении 1( , )h h   +  матрица 

TA bc+  имеет 1k   собственных значений с положительными 

вещественными частями, то множество 1{( , ) : }h h


   


+   называется 

сектором линейной неустойчивости степени k . 

Таким образом, плоскость 

( , )   разбита прямыми h  =  на l  

секторов 1[ , ],  1,2, , .h hS h l  + =  

Рисунок 1.4.1 демонстрирует 

поведение некоторой нелинейной 

функции ( )  , график которой 

переходит из сектора в сектор. 

 

 

1.5 Гипотезы Айзермана и Калмана  

Задача анализа скрытых колебаний возникает при исследовании 

инженерных проблем автоматического управления. В 50–60-х годах 

исследования известных гипотез Маркуса-Ямабе [90], Айзермана [1] и 

Калмана [65] об абсолютной устойчивости привели к обнаружению скрытых 

колебаний в системах автоматического управления с единственной 

устойчивой неподвижной точкой и с нелинейностью, принадлежащей сектору 

линейной     устойчивости.     Рассмотрим     систему     с     одной     скалярной 

нелинейностью 

( ),  T ndx
Px q r x x R

dt
= +  ,     (1.5.1) 

где   P  –  постоянная  матрица  порядка  n n ,  ,q r   –  постоянные  n -мерные  

Рис. 1.4.1. График нелинейности ( )   
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векторы, ( )   – кусочно-непрерывная скалярная функция и ( )0 0 = .  

В 1949 году Марк Айзерман сформулировал следующую проблему: 

пусть все линейные системы вида (1.5.1) с ( ) ( )1 2,   ,     =  , 

асимптотически устойчивы. Тогда система (1.5.1) с любой нелинейностью 

( )  , удовлетворяющей условию 
( )

1 2 ,  0,
 

  


     глобально 

устойчива  (т.е. нулевое решение системы (1.5.1) асимптотически устойчиво и 

любое решение стремится к нулю при t→+). 

В 1957 году Рудольф Калман сформулировал  следующую гипотезу: 

пусть ( )   – кусочно-дифференцируемая функция, все линейные системы 

(1.5.1) с ( ) ( )1 2,   ,     =   асимптотически устойчивы и удовлетворяют 

условию 
( )

1 2 ,  0,
 

  


     а так же, в точках дифференцируемости 

выполняется неравенство ( )1 2' .      Тогда система (1.5.1) глобально 

устойчива.  

 

1.6 Вычисление характеристик аттрактора 

Основными характеристическими величинами аттрактора является его 

спектр показателей Ляпунова и размерность Ляпунова, которые могут быть 

вычислены, например, как показано в [22, 71]. Для вычисления спектра 

показателей Ляпунова существуют и другие эффективные методы, и подходы: 

алгоритм   Бенеттина   [42],   якобиана  [54],   Кантца [66],   Розенштейна  [101], 

Сато [103],  Вольфа  [119]. 

Показатели Ляпунова – это величины, характеризующие скорость 

расхождения бесконечно близких траекторий. Другими словами, показатели 

Ляпунова измеряют чувствительность динамической системы к небольшим 

изменениям начальных условий. Таким образом, они обеспечивают хороший 

количественный тест на хаотическое поведение в динамической системе [60, 

119]. 
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Остановимся вначале на вычислении показателей Ляпунова 

аттракторов. 

Пусть ( )A A t=  – n n -матрица. 

Теорема 1.4. (теорема Ляпунова) Для любого решения ( )x t  системы 

уравнений вида:  

,x Ax=      (1.6.1) 

существует ляпуновский характеристический показатель (ЛХП)  – 

вещественное число, отличное от  , определяемое следующим образом 

( )

1
lim ln ( )x t
Т

x T
T→

 = .  

Показатель Ляпунова обладает следующими свойствами: 

1) При умножении решения на константу показатель Ляпунова не 

меняется, т. е. ( ) ( )x t Cx t = . 

2) Показатель Ляпунова линейной комбинации двух решений, 1( )x t  

и  2 ( )x t , меньше или равен большему из показателей этих двух решений: 

( )
1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )max ,C x t C x t x t x t+    . 

Для уравнения (1.6.1) имеется n  линейно независимых решений ( )ix t  

(фундаментальная система решений), где n  – размерность фазового 

пространства,  которым отвечает n  показателей Ляпунова в порядке 

убывания: 1 2 ... n    . Наибольшее из чисел, 1 , называется старшим 

показателем Ляпунова. 

Определение 1.16.  Спектром     показателей     Ляпунова      является  

упорядоченный  набор чисел  1 2, ,..., n   . 

Спектр      показателей      Ляпунова      следует      рассматривать      как  

характеристику  системы уравнений (1.6.1), а не  какого-то одного  ее  решения  

( )x t , поскольку он не зависит от выбора фундаментальной системы решений 

 ( )ix t . Для любого решения ( )x t  показателем Ляпунова обязательно будет 

одно из чисел спектра  1 2, ,..., n   . 
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Утверждение 1.2. Траектория в фазовом пространстве системы 

(1.6.1) является неустойчивой по Ляпунову при наличие в спектре хотя бы 

одного показателя Ляпунова, для которого  0i   при 1,2, ,i n .  

Утверждение 1.3. Траектория является асимптотически устойчивой, 

если 0i   для любого  1,2, ,i n .  

Если старший показатель Ляпунова 1 0, =  нельзя сделать вывод об 

устойчивости или  неустойчивости траектории по Ляпунову. 

Теорема 1.5. Спектр показателей Ляпунова аттрактора 

удовлетворяет следующим условиям: 

1) Сумма всех n  показателей Ляпунова должна быть отрицательна  

1

0
n

i

i=

  . 

2) Аттрактор должен обладать хотя бы одним нулевым 

показателем Ляпунова. 

Условие 1) – это условие диссипативности, благодаря которому 

аттрактор является притягивающим множеством в фазовом пространстве,  на  

котором концентрируется с течением времени облако изображающих точек. 

Обозначим положительный показатель Ляпунова знаком плюс, 

отрицательный – знаком минус, нулевой – нулем, тогда аттрактору в фазовом 

пространстве 
nR  будет отвечать определенный набор из n  таких знаков 

 , ,0+ − ,  о котором  говорят  как  о  сигнатуре  спектра  показателей  Ляпунова. 

Соответствие   между   знаками   показателей   Ляпунова   и  типом   решений  

приведены в таблице 1.6.1.  

Таблица 1.6.1.  

Знаки показателей Ляпунова и соответствующий им тип решений 

 𝐿𝐸1 𝐿𝐸2 𝐿𝐸3 𝐿𝐸4 ... 

Притягивающая неподвижная точка - - - - - 

Периодическое решение 

(предельные циклы) 

0 - - - - 

Квазипериодическое решение 

(двумерный тор) 

0 0 - - - 

Хаос (странный аттрактор) + 0 - - - 

Гиперхаос + + 0 - - 
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Очевидно, что аттрактор для систем (1.6.1) можно наблюдать, начиная 

с размерности фазового пространства dim 3 . 

Отличительной особенностью странного аттрактора является его 

фрактальная размерность, т.е. мера степени заполненности траекториями 

определённого подпространства динамической системы (если фазовое 

пространство системы является конечным). Это связано с тем, что траектории, 

расходясь экспоненциально, вынуждены с течением времени занимать все 

больший объём, который, тем не менее, должен оставаться конечным. Данное 

противоречие разрешается благодаря тому, что в области странного 

аттрактора осуществляется процедура растягивания с образованием складок 

фазового пространства. 

Фрактальную размерность аттрактора динамической системы в 

фазовом пространстве 
nR  можно оценить с помощью спектра показателей 

Ляпунова. Такая оценка называется размерностью Ляпунова и вычисляется 

следующим образом.  

Если система обладает странным хаотическим аттрактором, то 1 0   и 

1

0
n

n i

i

S
=

=   . Будем последовательно вычислять 
1

j

j i

i

S
=

=  для 1,2,...,j n= ,  в  

результате   сначала   будем   получать  
1

0
j

j i

i

S
=

=   ,   и   затем,   начиная    с 

некоторого значения 1j + , сумма показателей сумма показателей поменяет 

знак,  т.е. 
1

1

0
j

j i

i

S +

=

=   . Вычисляя на каждом шаге 1,2,...,j n=   значение jS , 

можно задать некоторую кусочно-линейную 

функцию, ( )jS S j= , график которой 

изображен на рисунке 1.6.1.  Точка 

пересечения графика, образованного 

отрезками прямых, с осью абсцисс дает 

ляпуновскую размерность аттрактора по 

формуле Каплана-Йорке [67]. Аналитически 
Рис. 1.6.1. График функции 

( )jS S j=  
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размерность Ляпунова по формуле Каплана-Йорке находится в следующем 

виде: 

1

1

j

i

i
KY

j

D j =

+



= +



      (1.6.2) 

 

1.7 Методы построения систем-хамелеонов 

Впервые понятие "система-хамелеон" было введено в работе [62].  

Определение 1.17. Системой-хамелеоном (chameleon system) будем 

называть динамическую систему, которая при различных значениях, 

входящих в нее параметров демонстрирует самовозбуждающиеся или 

скрытые колебания. 

Системы-хамелеоны были исследованы в многочисленных работах, 

например, [92, 120, 124]. 

В дальнейшем будем рассматривать только однопараметрические 

системы-хамелеоны вида (1.7.1) с единственным параметром  : 

 ( , ),  0,1 ,  .nx f x x R =       (1.7.1) 

В настоящей диссертации предлагается использовать метод 

продолжения по параметру, применявшийся ранее для поиска скрытых 

аттракторов, для синтезирования однопараметрических систем-хамелеонов. 

Используя соображения, на которых базируется метод обнаружения скрытых 

аттракторов, описанный в разделе 1.2 настоящей диссертации,  и теорему 1.2, 

в которой вместо непрерывной и кусочно-дифференцируемой функции ( )   

будем рассматривать однопараметрическую нелинейность ( , )f   , где 

 0,1  , сформулируем ниже идею метода генерирования систем-

хамелеонов. 

Рассмотрим некоторую систему в форме Лурье (1.2.1) 

( ),  Tx Ax b c x  = + = . 

Предположим,   что   она   имеет   единственное   устойчивое   состояние  
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равновесное 0x = . Далее проведем "линейный анализ" этой системы, 

подробно описанный в разделе 1.4 и, опираясь на метод продолжения по 

параметру из [20], описанный в разделе 1.2, будем численно искать скрытый 

аттрактор системы.  

Опираясь на теорему 1.2, построим вспомогательную систему  

                            ( ),  Tx Ax b c x  = + = ,                                        (1.7.2) 

имеющую по крайней мере один цикл, области притяжения которого 

принадлежат почти все точки окрестности единственного состояния 

равновесия 0x =   этой системы. Наконец, построим однопараметрическую 

систему  

                     ( , ),  Tx Ax bf c x  = + = ,        (1.7.3) 

где ( )( , ) ( ) 1 ( ).f       = + −  

При малом значении параметра 0,   в системе (1.7.4) присутствует 

самовозбуждающийся цикл. Затем, численно отслеживается эволюция этого 

цикла при возрастании параметра   от 0  до 1 . Возможна следующая 

альтернатива: либо при некотором значении 0 =  из интервала  ( )0,1   

происходит бифуркация, в результате которой аттрактор в рассматриваемой 

системе разрушается, либо при 1 =  состояние равновесия становится 

устойчивым и обнаруживается скрытый аттрактор этой системы. Процесс 

поиска скрытого аттрактора сопровождается визуализацией аттрактора, 

полученного на каждом этапе реализации описанного алгоритма. 

Визуализация может быть выполнена с помощью любого математического 

пакета, например, MATLAB, Mathcad, Maple. 

Если в результате реализации описанной процедуры обнаружен 

скрытый аттрактор системы (1.7.3), то это означает, что мы построили 

однопараметрическую систему-хамелеон (1.7.1) с функцией        

( )( , ) ( ) 1 ( ).f       = + −  Система (1.7.3) с нелинейностью ( )   имеет 

самовозбуждающийся аттрактор, а с нелинейностью ( )   – скрытый 

аттрактор. 
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Замечание 1.2. Вспомогательная система (1.7.2) может быть 

построена так, что она имеет самовозбуждающийся из окрестности 

состояния равновесия 0x =  хаотический аттрактор. Если при изменении 

параметра    в системе (1.7.3) этот аттрактор эволюционирует в скрытый 

аттрактор, то тем самым оказывается построенной однопараметрическая 

система-хамелеон. 

Метод синтезирования систем-хамелеонов на основе системы 

гипертолчка с единственным состоянием равновесия будет 

продемонстрирован в подразделе 1.7.1 диссертации, на основе системы 

автоматического управления в подразделе 1.7.2, для системы с обратной 

связью в подразделе 1.7.3, а для однопараметрических систем-хамелеонов, 

обладающих бесконечным числом состояний равновесия, будет 

продемонстрирован в подразделе 1.7.4. 

 

1.7.1 Система-хамелеон на основе системы "гипертолчка" 

В этом подразделе рассмотрена система "гипертолчка" четвёртого 

порядка, на базе которой будет построена система-хамелеон, следуя 

приведенному выше алгоритму.  

Определение 1.18.  Система вида (1.7.1.1) 

4 3 2

4 3 2
, , ,

d x d x d x dx
J x

dt dt dt dt

 
=  

 
     (1.7.1.1) 

называется системой "гипертолчка" или "рывковой системой" (hyperjerk 

system)  [110],   где  J   называется  "рывком"  и   является   функцией  одной 

скалярной переменной x .  

Рассмотрим систему                                                     

( )
4 3 2

4 3 2
3 , ,  ,

d x d x dx d x
x f

dt dt dt dt
  + + + = − =    (1.7.1.2) 

где 

2

2
,

d x
f
dt


 
 
 

 представляет собой нелинейную функцию, представленную 

ниже. Система (1.7.1.2) может быть записана в виде (1.7.3), где 
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0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
,  ,  ,  ,  .

0 0 0 1 0 1

1 3 0 1 1 0

T

x

x
x A b c c x

x

x



       
       
       = = = = =
       
       

− − − −       

 

Для данной системы сектор ( )10,
3

−  является сектором линейной 

неустойчивости степени 2, а сектор ( )10 ,
3
  – сектор линейной устойчивости, 

передаточная функция имеет вид 
2 4 3 1( ) ( 3 1) .p p p p p −= + + +   

При 1 23,  4.5,  0.3  = = =  для функции ( )p  выполняется условие 

(1.2.7) теоремы 1.2. Проверка выполнения частотного неравенства (1.2.7) 

(график функции Π(ω)) проиллюстрирована на рис 1.7.1.1.  

 

 

Возьмем нелинейность следующего вида: 

3

3
2

4( 3 )
( , ) 2 arctg(4 ) (1 ) .

4
f e


 

    


+
=  + −

+
   (1.7.1.3) 

Для функций (1.7.1.3) при 0, =  выполняются все условия теоремы 1.2: 

1) Очевидно, функция ( ), 0f   имеет единственную точку пересечения 0 =  с 

прямой  ( )(0) , 0 0f  + = . 

2) 
4 2 4 2

2 2 2 20

4( 9 12) 4( 9 12)
lim 3,  lim 4.

( 4) ( 4) 

   

 → →+

+ + + +
= =

+ +
 

4) Собственные        значения        матрицы        (0) TA bc+        равны 

1,2 3,40.552037887307518  0.242274534663871 ,                0.052037887307518   i = − =  

Рис. 1.7.1.1.  График функции ( )  
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1.65793752011099i  и не лежат в полосе Re 0p−    

5) При 4,h =  
2

34( 3 )
lim 4 0 .

4

 


→+

+
− =  

+
  

Следовательно, согласно утверждению теоремы 1.2, система (1.7.1.2)-

(1.7.1.3) имеет самовозбуждающийся аттрактор (цикл) при 0. =  Поскольку 

для всех  0,1   график функции ( , )f    "поочередно посещает" сектора 

линейной устойчивости и сектора линейной неустойчивости степени 2 

системы (1.7.1.2) (рис. 1.7.1.2-1.7.1.3), то, согласно результатам  [4], для всех 

 0,1   система (1.7.1.2) с нелинейностью (1.7.1.3) может иметь аттрактор.  

  

Рис. 1.7.1.2.  График функции ( , )f     

при  =0.06 

Рис. 1.7.1.3.  График функции ( , )f     

при  =0.8  

 

Ввиду того, что (0, ) 5 3,f   = +  этот аттрактор будет 

самовозбуждающимся при ( 10,
15

 


 и скрытым при ( 1 ,1 .
15

 


    

Теперь мы будем использовать описанный выше метод для численного 

отслеживания эволюции существующего при 0 =  цикла системы (1.7.1.2)-

(1.7.1.3), когда   изменяется от 0 до 1. 

На рис. 1.7.1.4. показана проекция самовозбуждающегося цикла на 

плоскость ( )1 4,x x  при 0, =  полученная интегрированием системы (1.7.1.2)-

(1.7.1.3) с начальными условиями ( )0.1,0.2, 0.2, 0.2 .− −  Проекция на ту же 

плоскость скрытого цикла при 0.2 =  представлена на рис. 1.7.1.5. 
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Рис. 1.7.1.4. 0 =  Рис. 1.7.1.5. 0.2 =  

 

При 0.637   обнаруживается удвоение периода скрытого цикла (рис. 

1.7.1.6), а при 0.826   – учетверение периода (рис. 1.7.1.7). На рисунках 

приведены проекции на плоскость 2 3( , )x x .  

  

   Рис. 1.7.1.6.  0.637 =          Рис. 1.7.1.7. 0.826 =  

 

На рис. 1.7.1.8-1.7.1.9 представлены проекции скрытого странного 

аттрактора системы (1.7.1.2)-(1.7.1.3) при соответствующих значениях 

параметра 0.88 =  и 1 =  на плоскость ( )1 4,x x . 

  

Рис. 1.7.1.8. 0.88 =  Рис. 1.7.1.9. 1 =  
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Чтобы убедиться, что аттракторы, представленные на рис. 1.7.1.8-1.7.1.9, 

являются хаотическими, необходимо вычислить их показатели Ляпунова и 

размерность Ляпунова. Наличие положительных показателей Ляпунова 

подтверждает хаотическое поведение динамической системы. Существуют 

различные методы вычисления показателей Ляпунова. В дальнейшем в 

диссертации будет использоваться алгоритм Бенеттина [42], для их 

вычисления. Как уже было описано в разделе 1.6, для вычисления размерности 

Ляпунова аттрактора по формуле Каплана-Йорке системы четвертого порядка 

необходимо сначала вычислить показатели Ляпунова 1 2 3 4       

системы. Кроме того, размерность системы по формуле Каплана–Йорка 

получается, как 
1

KY 1

1

,
n

i k

i

D k  
−

+

=

 
= +  

 
  где 

1

0
k

i

i


=

   и 
1

1

0.
k

i

i


+

=

  Результаты 

расчетов приведены в таблице 1.7.1.1. 

Таблица 1.7.1.1 

Показатели Ляпунова и размерность Ляпунова системы (1.7.1.1)  

при различных значениях параметра   

  
1  2  3  4  KYD  

0.88 0,1045429 -0,0290923 -0,2226633 -0,8609476 2,3755037 

1 0,0611581 -0,01322 -0,1323177 -0,9156204 2,3622955 

 

1.7.2 Система-хамелеон автоматического управления 

Хорошо известно, что уравнения вида (1.7.3) описывают широкий 

класс систем автоматического управления [68]. Рассмотрим систему (1.7.2.1), 

с нелинейностью (1.7.2.2) и передаточной функцией (1.7.2.3) 

3.5 1 4.5 2 25.5 9.2

4 2 3.5 2.5 26.05 20.2
,  b ,  ,  y,

2.5 1 2.5 1 15.5 21

0.5 1 0.5 0 4.55 10

TA c c

− − − −     
     
− − −

     = = = =
     − − − −
     
− − − −     

 (1.7.2.1) 

( , ) (15 14 ) 0.1(1 ) ,  
e e

f
e e

 

 
    

−

−

−
= − + −

+
  (1.7.2.2) 
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3 2

2 2

10.1 10
( ) .

( 1)(p 1)

p p
p

p p


+
=

+ + +
    (1.7.2.3) 

При 1 20.1,  20,  0.3  = = =  выполняется условие 3) теоремы 1.2.  

Проверка выполнения частотного неравенства (1.2.7) приведен на рис 1.7.2.1.  

 

 

При 0 =  теорема 1.2 гарантирует, что рассматриваемая система имеет 

один цикл, области притяжения которого принадлежат почти все точки 

окрестности состояния равновесия 0x =  системы. Эволюция этого цикла при 

возрастании   от 0 до 1 представлена на рис. 1.7.2.2-1.7.2.4 в проекции на  

плоскость 3 4( ), .x x  Отметим, что при значении параметра 
5.2

14.1
   цикл 

является скрытым. 

   

Рис. 1.7.2.2. 0 =  Рис. 1.7.2.3. 0.6 =  Рис. 1.7.2.4. 1 =  

 

Функция ( ,1)f   удовлетворяет условиям 0 ( ,1) 2,f    в то время как 

TA bc+  является матрицей Гурвица для 0 9.9.   Таким образом, 

рассматриваемая система с нелинейностью ( ,1)f   удовлетворяет всем 

предположениям известной гипотезы Калмана [65]. 

Рис. 1.7.2.1.  График функции ( )  
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1.7.3 Система-хамелеон на основе системы с обратной связью  

Рассмотрим систему с обратной связью (1.7.3.1), содержащую 

параметр, которая может быть записана в форме Лурье (1.7.3) с 

нелинейностью (1.7.3.2)  

[ ( ) (1 ) ( )],x Ax b     = + + −  

0 1 0 0 19

0 0 1 ,  0 ,  3.5

0 1 1 1 3.2

A b c

−     
     

= = = −
     
     − − −     

   (1.7.3.1) 

( ) 15arctg( )-0.27 , ( )=0.9arctg( )      =    (1.7.3.2) 

 При 0 =  система  (1.7.3.1) имеет самовозбуждающийся из окрестности 

точки (0,0,0) цикл, представленный на рис. 1.7.3.1. При 0.3327   цикл 

становится скрытым, проекция цикла при 0.333 =  представлена на рис. 

1.7.3.2. Начиная с 0.95 =  наблюдается каскад удвоений периода цикла. При 

0.995 =  в системе наблюдается хаотический аттрактор, представленный на 

рис. 1.7.3.3. Показатели Ляпунова и размерность по формуле Каплана-Йорке 

этого аттрактора приведены в табл. 1.7.3.1. При 1 =  система (1.7.3.1) имеет 

три состояния равновесия и пару симметричных относительно начала 

координат хаотических аттракторов-близнецов, представленных на рис. 

1.7.3.4,  с показателями Ляпунова  и размерностью  Ляпунова, которые 

приведены в табл. 1.7.3.1. Эти аттракторы не возбуждаются из окрестностей 

состояний равновесия (т.е. являются скрытыми).    

  

Рис. 1.7.3.1. 0 =  

 

Рис. 1.7.3.2. 0.333 =  
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Рис. 1.7.3.3. 0.995 =  Рис. 1.7.3.4. 1 =  

 

Таблица 1.7.3.1 

Показатели Ляпунова и размерность Ляпунова системы (1.7.3.1)-(1.7.3.2)   

при различных значениях параметра   

  
1  2  3  KYD  

0.995 0.053 0 -0.977 2.054 

1 0.028 0 -0,942 2.030 

 

1.7.4 Система-хамелеон с бесконечным числом состояний 

равновесия 

Теперь мы рассмотрим систему следующего вида 

( , ),

( , ),T

z Pz q

r z

  

   

= +

= +
    (1.7.4.1) 

где P  – матрица размера ( ) ( )1 1 ,n n−  − q  и r  – ( )1n − -мерные векторы,   –  

скаляр, ( , )    – 2 -периодическая функция по переменной  . Уравнения 

вида (1.7.4.1) описывают широкий класс систем фазовой автоподстройки 

частоты (ФАПЧ). В настоящее время различные модификации ФАПЧ широко 

используются в радиосистемах, телекоммуникационных системах, системах 

глобального позиционирования (GPS), компьютерных архитектурах, 

кардиостимуляторах, а также в других областях. 

Если функция ( , )    при некотором значении   имеет нули на 

периоде  )0.2 ,  то система (1.7.4.1) имеет бесконечное число состояний 

равновесия. 

Предположим  что   ( ) ( ) ( )
11

1

T

nq P pI r m p n p
−−

−− =      и   передаточная  
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функция ( ) ( ) ( )
1

( )p m p n p pn p 
−

= −       ,  где ( )m p  и ( )n p  – многочлены. 

Для поиска скрытых аттракторов в системах вида (1.7.4.1) с бесконечным 

числом состояний равновесия удобно использовать следующую теорему, 

доказанную в [5]. 

Теорема 1.6. Пусть при некотором значении параметра   функция 

( , )    в системе (1.7.4.1) непрерывна и кусочно-дифференцируема и 

выполняются следующие условия: 

1) график функции ( , )    имеет единственную точку  пересечения 

 =  с прямой 0; =   

2) существуют такие числа 1  и 2 , что условия 1 2( , )       

выполняются во всех точках, где функция ( , )    дифференцируема; 

3) для некоторых значений 0   и всех значений 0   справедливо 

неравенство: 

2

1 2 1 2( ) 1 ( )Re ( ) | ( ) | 0;i i           = + + − + −   

4) многочлен ( ) ( ) ( )( , )m p n p pn p   − +    имеет ровно два 

собственных значения с положительными вещественными частями; 

5) для    некоторых   значений   ( )1 2,h      все   корни    многочлена  

( ) ( ) ( )m p n p h pn p− +   имеют отрицательные вещественные части и 

( , ) .h     + −    

Тогда система (1.7.4.1) имеет по крайней мере один цикл, область 

притяжения которого содержит почти все точки окрестности  состояния 

равновесия 0,  .z  = =  

В работе [5] показано, что система вида (1.7.4.1)-(1.7.4.2) 

0 1 0 15.8
,  ,  ,  -3.2

1 1 1 0.3
P q r 

−     
= = = =     

− − −     
  (1.7.4.2) 

имеет бесконечное число скрытых аттракторов. На основе результатов этой 

работы ниже строится система-хамелеон, демонстрирующая при различных 
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значениях параметра   самовозбуждающиеся мультивитковые аттракторы и 

скрытые аттракторы-близнецы.  

Рассмотрим систему (1.7.4.1)-(1.7.4.2) с 2𝜋-периодической 

нелинейностью вида (1.7.4.3) 

( )( , ) 1.00052411sin 0.404720835sin 2 0.062532677sin 4 .
6


      = + +  

(1.7.4.3)  

Нелинейность (1.7.4.3) выбрана таким образом, что ее график 

поочередно пребывает в секторах гурвицевости и неустойчивости степени 2. 

Такое поведение нелинейности дает основание предположить, что 

рассматриваемая система может содержать скрытые аттракторы. Данная 

система имеет бесконечное число состояний равновесия вида ( )0,0, ,  .k k Z    

Аттракторы самовозбуждаются из любой точки окрестности всех 

состояний равновесия 1 2 0,  = , z z m m = =   рассматриваемой системы при 

 )0,0.78 .    Эти  аттракторы являются мультивитковыми. Например,  при  

0.2, =   пара  таких  аттракторов,  возбуждающихся  из  окрестности   точки 

( )0,0,0   (синий) и точки ( )0,0,  (красный),  представлена на рис. 1.7.4.1. 

  

Рис. 1.7.4.1. 0.2 =  Рис. 1.7.4.2. 0.78 =  

 

Точки равновесия ( )0,0, m  становятся устойчивыми в малом при 

0.78.   и аттракторы, показанные на рис. 1.7.4.2 (проекция на плоскость 

2( , )z  ),    возбуждаются   из   окрестности   неустойчивых   точек   состояний 

равновесия ( )( )0,0, 2 1 .m +  



41 

 

      

Исследуемая система имеет бесконечное число скрытых аттракторов-

близнецов при 1. =  Каждая пара этих аттракторов расположена в своей 

"полосе" ( ) ( )2 1 2 1 , 0, 1, 2,...k k k  −   + =    Проекция этих аттракторов 

на плоскость 2( , )z   представлена на рис. 1.7.4.3. Показатели Ляпунова и 

размерность Ляпунова аттракторов, представленных на рисунках 1.7.4.1-

1.7.4.3, приведены в таблице 1.7.4.1. 

 

Рис.1.7.4.3. Семейство скрытых аттракторов системы (1.7.4.1)-(1.7.4.1)  при 1 =  

 

Таблица 1.7.4.1 

Показатели Ляпунова и размерность Ляпунова системы (1.7.4.1)-(1.7.4.2)  

при различных значениях параметра   

  
1  2  3  KYD  

0.2 0.2226039 -0.0048410 -2.70566 2.0804842 

0.78 0.4235692 -0.0539937 -1.2663746 2.2918375 

1 0.666114 -0.0426294 -1.0348001 2.1055671 

 

1.8 Выводы по главе 1 

В этой главе были рассмотрены методы генерирования 

однопараметрических систем-хамелеонов. Для построения подобных систем 

предлагалось использовать аналитико-численный метод продолжения по 

параметру, который ранее использовался для поиска скрытых аттракторов. 

Приведены примеры, реализующие данный метод. Для проверки наличия 

хаотических колебаний в сконструированных системах рассчитывался спектр 

показателей Ляпунова и размерность Ляпунова по формуле Каплана-Йорке. 
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Глава 2 

Мультистабильность и мегастабильность. Генерирование 

мегастабильных систем на основе систем в форме Лурье со скалярной 

нелинейностью 

В данной главе будут предложены методы конструирования 

мегастабильных систем, содержащих 1-D и (n -1)-D решетки  

самовозбуждающихся или скрытых аттракторов, на основе систем в форме 

Лурье. Приведенные методы используют идеи работ [82, 83]. 

Содержание данной главы существенным образом опирается на работы 

[8-10, 15-19, 43]. 

 

2.1  Мультистабильные системы и известные методы их 

генерирования 

Определение 2.1. Мультистабильными называют системы, в фазовом 

пространстве которых есть два аттрактора и более.  

Очевидно, что система, обладающая устойчивыми состояниями 

равновесия и скрытыми аттракторами, является мультистабильной. Так, 

мультистабильными являются рассмотренные в главе 1 классическая и 

обобщенная системы Чуа.  

Определение 2.2. Экстремально мультистабильными (бесконечно 

мультистабильными) называют системы, содержащие бесконечное число 

сосуществующих нетривиальных аттракторов [81]. 

Определение 2.3. Мегастабильными называют системы обладающих 

счетным числом сосуществующих аттракторов. 

К мегастабильным можно отнести все примеры, рассмотренные в 

главах 2-3 диссертации. 

В дальнейшем будем использовать понятия и утверждения, введенные 

и доказанные C. Li, J.C. Sprott в работах [82, 83].  

Определение 2.4. Динамическую систему ( ),X F X=  где 

1 2, , ,( , , )i nX x x x x=   будем    называть   смещаемой   по   переменным   (variable-
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boostable   system), если существует замена переменных k k ky x c= − , 

приводящая систему к виду 1 2 1 2( ) ,  ( , , , ),  ( , , , ),n nY F Y D Y y y y C c c c= + = =

1 2( , , , )nD d d d= . Здесь при  1 2 1 2{ , , , },  1m mk i i i i i i n       постоянные 

0kc  , и 0kc =   при 1 2{1,2, , } \ { , , , }mk n i i i .  

К смещаемым по переменным системам относятся, в частности, 

многомерные системы каскадного типа (1.2.2).    

Основная идея, позволяющая конструировать мегастабильные 

системы, содержащие бесконечное число идентичных аттракторов, 

предложенная в работах [81, 82] заключается в том, что в системе каскадного 

типа (1.2.2) производится замена переменных на периодические функции этих 

переменных. Преимущество полученных таким образом систем состоит в том, 

что они создают на плоскости бесконечно много аттракторов, образуя 

многомерную бесконечную решетку, где каждый узел решетки может 

содержать аттрактор.  

Легко заметить, что  n -мерная система каскадного типа  (1.2.2) 

,

,

( , , , , ).

x y

y z

u f x y z x

=

=

=

     (1.2.2)  

является системой, смещаемой по переменным [80, 84]. Действительно, пусть 

1 1 2 2 1 1 1 2 1,  ,  ,  ,  ,n n n n n nx u x u m x u m x u m− − − −= = + = + = +  где вектор 

( )1 2 1, , , nu u u u −=  – переменные пространства состояний, а вектор 

( )1 2 1, , , nm m m m −=  – нововведенные константы, тогда 

1 2 1

2 3 2

1 1

2 1 3 2 1 1

,

,

,

( , , , , ).

n n n

n n n

u u m

u u m

u u m

u f u m u m u m u

− −

−

= +


= +



 = +


= + + +

   (2.1.1)  

Поскольку    2 1 3 2 1 1( , , , , )n nf u m u m u m u−+ + +     зависит     только     от 
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производных переменных  1 2 1, , , nu u u −  по времени, которые не изменяются 

при введении констант 1 2 2, , , nm m m −  и не зависят от 1nu − , уравнение (2.1.1) 

идентично уравнению (1.2.2) и, таким образом, имеет ту же динамику, 

обеспечивая смещение переменных ( )2 3, , , .nx x x x=  

Теорема 2.1. [81]  Если функции 1 2 2 3 1( ),  ( ),  ,  ( )n nF x F x F x−  являются 

периодическими и система 

1 1 2

2 2 3

1 1

1 2 2 3 1 1

( ),

( ),

( )

( ( ), ( ), , ( ), )

n n n

n n n

x F x

x F x

x F x

x f F x F x F x x

− −

−

=


=



 =


=

                              (2.1.2) 

имеет ограниченное решение (аттрактор) на периоде, то n -мерная система, 

смещаемая по переменным, построенная из системы каскадного типа (1.2.2) 

допускает построение (n–1)-D решетки, содержащей бесконечно много 

идентичных аттракторов,  

Доказательство. Поскольку функции 1 2 2 3 1( ),  ( ),  ,  ( )n nF x F x F x−  

являются периодическими, предположим, что 1 2 1,  ,  ,  np p p −  являются их 

соответствующими периодами, т. е. 11 2 12( ) ( ),FF x px = +

2 3 2 3 1` 12 1( ) ( ),  ,  ( ) .( )n n n n nF x F x F x Fp px− − −= + = +   При 1 1  ,x u=  

2 2 1 1 1 1 1    ,  ,     n n n nx u C p x u C p− − −= +  = + , где   1 2 1, , , nC C C −   система (2.1.2) 

превращается в 

1 2

2 3

1

2 2

1

2

1

1 1 11

( ),

( ),

( )

( ( ), ( ), , ( ) ).,

n n

n

n

n n

x x

x

F

F

F

f F F F

x

x x

x x x x x

− −

−

 =


=




=

 =

   (2.1.3) 

Система  (2.1.3)  идентична системе  (2.1.2),  что  указывает  на  то,  что 

введение   констант  1 1 2 2 1 1, , , n nC p C p C p− −    не   изменяет   динамику   системы 
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(2.1.2), но дает соответствующие смещения в размерах 2 3, , , nx x x , что 

порождает бесконечно много аттракторов ((n -1)-D решетку аттракторов) в 

пространстве 2 3, , ),( nx x x . Кроме того, аттракторы могут сливаться, образуя 

один аттрактор, который простирается до бесконечности, но тогда 

индивидуальный аттрактор будет неограниченным.  

Таким образом, можно получить бесконечную  (n -1)-D решетку 

идентичных аттракторов, заменяя переменные в исходной системе на 

периодические функции. При n=1 решетку  аттракторов будем также называть 

1-D полосой. 

Метод построения самовоспроизводящейся системы может быть 

обобщен на другие динамические системы, которые не являются системами 

каскадного типа (1.2.2). Однако, в таком случае, процедура введения 

периодических функций, позволяющая построить систему с многомерной 

решеткой аттракторов, оказывается намного сложнее. Это влияние на 

динамику может привести к разрушению аттрактора. Поэтому в дальнейшем, 

будем рассматривать только системы каскадного типа (1.2.2) или 

приводящиеся к ним. 

 

2.2 Генерирование мегастабильных систем с 1-D решеткой 

аттракторов на основе систем в форме Лурье 

Рассмотрим динамическую систему вида 

                              ( ),  ( ) ( ),  ,  ,  0.n nx f x f x d f x x R d R d= + =          (2.2.1) 

Определение 2.5. Величину 
Td x  называют  угловой координатой или 

фазовой  координатой системы, а саму систему обычно называют фазовой 

системой или системой с угловой координатой.  

Если система (2.2.1) имеет состояние равновесия : ( ) 0x f x = , то она 

имеет бесконечное число состояний равновесия ,  0, 1, 2,...kx x kd k= + =    

Пусть     nh R     –     некоторый вектор,     такой     что     0Th d =  .    Тогда  

.T T T T

kh x h x kh d h x k= + = +    
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Предположим, что система  (2.2.1) имеет нетривиальный аттрактор    

такой, что для любого 0x    и произвольных 0   и 0t   справедливо 

соотношение 0 0| ( , ) ( , ) |T Tc x t x c x x−  . Тогда, очевидно, фазовая система 

(2.2.1) имеет бесконечное число аттракторов, получаемых из аттрактора   

сдвигом на вектор ,  0, 1, 2,...kd k =     

Рассмотрим систему в форме Лурье со скалярной нелинейностью  

(1.2.1) и невырожденной передаточной функцией ( )p . Невырожденность 

передаточной функции ( )p  для системы (1.2.1) влечет за собой полную 

управляемость пары ( , )A b  и полную наблюдаемость пары ( , )A c (линейную 

независимость векторов 
1, ,..., nb Ab A b−  и векторов 

( 1), ,...,T T nc A c A c−
) 

Предположим, что det 0A= , а функция ( )   является  -

периодической. Из предположения det 0A=  следует, что система (1.2.1) 

неособым преобразованием может быть приведена к виду  

1 1 1

2 2

1 1 2 2

( ),

( ),

,T

x Bx l

x l

x x

 

 

  

= +

=

= +

                                             (2.2.2) 

где B  – ( 1) ( 1)n n−  − -матрица, 1l  и 1  – ( 1)n − -мерные векторы, 2l  и 2  – 

числа. В силу полной наблюдаемости пары ( , )A c  пара 1( , )B   также 

полностью наблюдаема, и, следовательно, 1 0TB   . Из (2.2.2) имеем 

1 1 1 1 2 2( ) ( )T TBx l l     = + + . 

Положив 1 1 1 1 1 2 2,  ,  ,  ( )T Tx y l q B r l l   = = = + = , систему (1.2.1) 

можно записать в виде  

                                 
( ),

( ).T

y By q

r y

 

  

= +

= +
                                             (2.2.3)  

Система (2.2.3) – система с цилиндрическим фазовым пространством, где 

(0,0,...,0, ),  (0,0,...,0,1).d h=  =  Поскольку в цилиндрическом фазовом 

пространстве 1 2 1{(y ,y , ,y , mod )}n −   динамический поток системы (2.2.3) не 
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меняется при замене   на ,  k k N +   , то в накрывающем пространстве 

1 2 1{(y ,y , ,y , )}n −  такая замена влечет за собой сдвиг фазового потока  на k  

в направлении оси  ,  не меняя при этом динамику остальных переменных.  

Если система (2.2.3) имеет аттрактор, целиком расположенный в "полосе" 

1 2, 1 0 0{ , , , :  ( , ),  ( , )},n iy y y y   −  −   +   то она имеет бесконечную 1-D 

решетку (полосу) идентичных аттракторов-клонов.   

Убедиться в том, что система (1.2.1) с особой матрицей A ,  -

периодической функцией ( )   и невырожденной передаточной функцией 

( )p  является системой с угловой координатой можно и по-другому. Пусть s

– собственный вектор матрицы A , соответствующий ее нулевому 

собственному значению: 0, 0As s=  . Тогда 0Tc s  . В предположении 

противного, справедливы соотношения:  

                         
0,

0,  1,2,..., 1.

T

T j

c s

c A s j n

 =


= = −
                                      (2.2.4)  

Из соотношений (2.2.4) и полной наблюдаемость пары ( , )A c  следует, что 

0.s =  

Положим 
1( )Td s c s −= . Тогда  

         ( ) [ ( )] ( ) ( )TA x d b c x d Ax b Ax b    + + + = + +  = + .         (2.2.5) 

Соотношение (2.2.5) означает, что рассматриваемая система является фазовой.  

Приведенные рассуждения позволяют сформулировать следующую 

теорему. 

Теорема 2.3. [17] Пусть передаточная функция системы (1.2.1) 

невырожденная, (0) 0 = , (0) 0,   и матрица 
1(0) TA bc −−  имеет нулевое 

собственное значение. Пусть система (1.2.1) имеет нетривиальный 

аттрактор   такой, что для любого 0x   справедливо соотношение 

0| ( , ) |Tc x t x C   при 0t  . Тогда функцию ( )   в системе (1.2.1) можно 

заменить на  -периодическую функцию ( )   таким образом, чтобы новая 
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система имела бесконечное число состояний равновесия и 1-D решетку 

(полосу)  идентичных аттракторов-клонов. 

Доказательство. Положим 1 (0)
(0) .

(0)

m
k

n
 −= − = −   Систему (1.2.1) 

можно записать в следующем виде: 

              1 ( ),  ,Tx A x bg c x = + =                                          (2.2.6) 

где 1( ) ( ) ,  Tg k A A kbc   = − = + . Матрица 1A  имеет нулевое собственное 

значение. Для доказательства справедливости последнего утверждения 

воспользуемся леммой 1.1 (леммой Шура) [31]:  

  

1

1

det( ) det( )det[ ( ) ] ( )det[1

( ) (0)
( ) ] ( )(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ).

( ) (0)

T T

T

A kbc pI A pI I k A pI bc n p

m p n
kc A pI b n p k n p km p n p m p

n p m

−

−

+ − = − + − = +

+ − = + = + = −
 (2.2.7) 

Из соотношений (2.2.7) при 0p =  получаем  det( ) 0.TA kbc+ =  

В силу предположений теоремы система (2.2.6) имеет нетривиальный 

аттрактор, расположенный в ограниченной полосе  { : }Tx С c x С= −    

фазового пространства. Заменим в (2.2.6) функцию ( )g   на 2C -

периодическую функцию ( )  , совпадающую с ( )g   на [ , ]C C− .  Тогда 

система (2.2.6) преобразуется в систему с угловой координатой ,Td x  где  

1( ) ,Td s c s −=  а s  – собственный вектор матрицы 1A , соответствующий ее 

нулевому собственному значению.  Полученная система имеет  бесконечное 

число состояний равновесия и 1-D решетку аттракторов, полученных сдвигом 

аттрактора    системы (2.2.6) в направлении вектора .d  

Продемонстрируем на примерах вышеописанный метод 

конструирования    мегастабильных    систем,   обладающих    1-D    решеткой  

аттракторов.   

В подразделах 2.2.1 и 2.2.2 мегастабильная система строится на основе 

классической   системы   Чуа    с    различными    значениями    параметров.    В 
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подразделе 2.2.3 мегастабильная система с 1-D решеткой аттракторов строится 

на основе обобщенной системы Чуа. При этом треть из аттракторов решетки 

являются скрытыми. В подразделе 2.2.4 сначала строится система, 

обладающая тройкой периодических аттракторов, один из которых скрыт. 

Путем замены нелинейность в системе на периодическую функцию строится 

система с 1-D решеткой периодических аттракторов, треть из которых скрыта. 

Наконец, в подразделе 2.2.5 сначала построена система с гладкой 

нелинейностью, обладающая парой скрытых хаотических аттракторов-

близнецов. Заменяя в построенной системе нелинейность на периодическую 

функцию, получаем мегастабильную систему с 1-D решеткой (полосой) 

самовозбуждающихся аттракторов.  

 

2.2.1 Мегастабильная система с 1-D решеткой хаотических 

аттракторов, построенная на основе классической системы Чуа с 

парой скрытых аттракторов-близнецов 

Рассмотрим математическую модель классической цепи Чуа (1.1.2) 

( ) ( ),

,

,

x y x

y x y z

z y z

  

 

= − −

= − +

= − −

 

с нелинейностью ( )   вида (1.1.3): 

1 0 1( ) 0.5( )(| 1| | 1|)m m m    = + − + − −  

которая является системой в форме Лурье (1.2.1) и в матричном виде может 

быть записана следующим образом: 

0 1

1 1 1 ,  0 ,  0

0 0 0

A b c

  

 

− −     
     

= − = =
     
     − −     

.    (2.2.1.1)  

Система (2.2.1) с нелинейностью  ( )   исследовалась многими 

авторами, например, в работах [3, 6, 7, 34],  при различных значениях 

входящих в нее параметров.  

Как   было   упомянуто   в  разделе  1.1  диссертации,  при   следующих 
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значениях параметров: 1 01.1468,  0.1768,  8.4562,m m = − = − =

12.0732,  0.0052 = =  в системе (2.2.1) с нелинейностью  ( )   вида (1.1.3) 

был обнаружен скрытый хаотический аттрактор, который визуализируется 

численным      интегрированием      системы      с      начальными       условием  

0 colx = (5.858,-0.369,8.369) и представлен на рисунке 2.2.1.1. Этот аттрактор 

имеет показатели Ляпунова 1 2 30.143,  0,  1.135 =  =  = −  и размерность 

Ляпунова, вычисленную по формуле Каплана-Йорке, 

1

1 2 32 ( ) | | 2.126KYD
−= +  +  = .  

Повторим идею конструирования мегастабильной системы, 

содержащей 1-D решетку аттракторов. Пусть известна система вида (1.2.1) (с 

произвольной функцией ( )  ), имеющая хаотический аттрактор, 

расположенный в полосе  . Пусть существует k Z  такое, что матрица 

TA kbc+  имеет нулевое собственное значение. Заменив в этой системе 

функцию ( )   на функцию ( )g k + , где ( )g   –  -периодическая функция, 

совпадающая с ( ) k  −  на [0, ] ,   получим систему с угловой координатой,  

обладающую 1-D решеткой идентичных хаотических аттракторов. 

Положим 
1( )k    −= − + , ( ) ( )f k   = − . Тогда матрица 

TA kbc+

будет особой, а  функция ( )f    будет иметь три нуля 0, ( )    = =  + , 

где 
1

0 1 1( ) [ ( )]m m m    −= −  + + . Заменим функцию ( )f   на  

периодическую функцию ( )g   периода 2( )   = − + =13.1766, 

совпадающую с функцией ( )f   на [( ) , ( ) ]     + − + . После этого 

заменим в исходной системе ( )   на ( )g k + .  Полученная таким образом 

система  

                            ( ( ) ),  Tx Ax b g k c x  = + + =                            (2.2.1.2) 

является системой с угловой координатой и имеет 1-D решетку идентичных 

аттракторов-клонов.  Все эти аттракторы могут быть получены численным 

интегрированием системы (2.2.1.2) с начальными условиями 0 ,  x jd j Z+  , где 
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2col( ( ) , , )d     = − + −  – собственный вектор матрицы 
TA kbc+ , 

соответствующий нулевому собственному значению. Фрагмент 1-D решетки 

аттракторов системы (2.2.1.2) представлен на рисунке 2.2.1.2. Все аттракторы 

решетки имеют одинаковые  показатели Ляпунова   

1 2 30.143,  0,  1.135 =  =  = −  и  размерность  Ляпунова,  вычисленная  по  

формуле  Каплана-Йорке  равна 1

1 2 32 ( ) | | 2.126KYD
−= +  +  = . 

  

 

2.2.2 Мегастабильная система с 1-D решеткой хаотических 

аттракторов на основе классической системы Чуа с double-scroll 

аттрактором 

Вновь рассмотрим классическую систему Чуа (2.2.1.1) с 

нелинейностью ( )   вида (1.1.3), но с другими значениями параметров: 

1 00.7143,  1.099,  9.8,m m = − = − = 13.37,  0 = = . Хорошо известно [48], 

что при указанных значениях параметров система имеет double-scroll 

аттрактор, который представлен на рисунке 2.2.2.1. 

         

Рис.2.2.2.1. Double-scroll аттрактор 

системы Чуа 

Рис.2.2.2.2.  Графики функций ( )f   (сплошная 

линия)  и ( )g  (пунктирная линия) 

Рис.2.2.1.1. Скрытый аттрактор 

системы (2.2.1.1) 
Рис.2.2.1.2. 1-D решетка аттракторов 

системы (2.2.1.2) 
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Положим 1k =− , ( ) ( )f    = + . Тогда матрица 
TA bc−  будет особой, 

а  функция ( )f    будет иметь три нуля: 00,  ,  = =   
1

0 1 0 1( )( 1) .m m m −= − +

Заменим функцию ( )f   на 04.4 -периодическую функцию ( )g  , 

совпадающую с ( )f   на 0 0[ 1.6 ,1.6 ] − . Графики функций ( )f    и  ( )g 

приведены на рисунке 2.2.2.2.  При этом система (2.2.1.2) будет иметь 1-D 

решетку идентичных double-scroll аттракторов, фрагмент которой представлен 

на рисунке 2.2.2.3. 

 

Рис. 2.2.2.3. Фрагмент 1-D решетки аттракторов системы  (1.1.2)-(1.1.3) 

 

Все аттракторы решетки, представленной на рисунке 2.2.2.3, также как 

аттрактор на рисунке 2.2.2.1, имеют одинаковые показатели Ляпунова 

1 2 30.3479,  0,  3.0062 =  =  = −  и размерность Ляпунова по формуле Каплана-

Йорке 2.116KYD = . 

 

2.2.3 Мегастабильная система с 1-D решеткой хаотических 

аттракторов на основе обобщенной системы Чуа   

Рассмотрим обобщенную систему Чуа (1.1.2)-(1.1.4), линейная часть 

которой имеет вид (2.2.1.1)   

0 1

1 1 1 ,  0 ,  0

0 0 0

A b c

  

 

− −     
     

= − = =
     
     − −     

.       

а нелинейность ( )   вид (1.1.4): 

1 0 1 0( ) 0.5( )(| 1| | 1|) 0.5( )(| | | |)m m m s m        = + − + − − + − + − −  
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Передаточная функция системы имеет следующий вид     

2

3 2

(1 ) ( )
( )

( 1) ( )

p p
p

p p p

     


     

+ + + +
=

+ + + + + + +
.   (2.2.3.1) 

 Система (1.1.2)-(1.1.4) имеет три состояния равновесия: (0,0,0)  и 

( ( ) , , )    +  , где 
1

0 1 0 1[ ( ) ] [ ( )]m m s m m     −= − + −  + + .  При 

этом матрица 1

TA A kbc= + при 1( )k    −= − +  имеет однократное нулевое 

собственное значение, а функция ( ) ( )g k   = −  имеет три нуля: 

0, ( )    = =  + . Следуя работе [20], выберем следующие значения 

параметров 8.4562,  12.0732,  0.0052  = = = , 0.9668,  0.2.s = − =  

Тогда ( ) 7.236543046  − + = . Для таких значений параметров, как показано в 

[20], рассматриваемая система имеет три скрытых аттрактора: цикл и два 

хаотических аттрактора-близнеца, расположенных в полосе 0| | 2x x  . Эти 

аттракторы, представленные на рисунке 2.2.3.1,  могут быть обнаружены при 

численном интегрировании системы с начальными условиями 

0 ( 0.458, 0.107,2.522)x = − −  и 1,2 ( 1.360, 1.633, 1.631)x =    . 

Заменим теперь функцию ( )   в (1.1.2)-(1.1.4) на  периодическую 

функцию ( )   периода 13.176( 62 )   =− + = , совпадающую с функцией 

( )   на [( ) , ( ) ]     + − + . Тогда новая система будет иметь 1-D решетку 

идентичных аттракторов, представленных на рисунке 2.2.3.2.  Треть из этих 

аттракторов (циклы) являются скрытыми. Для отыскания аттракторов 

построенной системы можно применить следующую процедуру: если 0x  – 

точка, принадлежащая какому-либо аттрактору системы (1.1.2)-(1.1.4), d  – 

собственный вектор матрицы 1A , 
1( )Tq d c d −= , тогда точки 

0 ,  0, 1, 2,x jq j+ =    принадлежат аттракторам 1-D решетки. Хаотические 

аттракторы, представленные на рисунках 2.2.2.1 и 2.2.2.2, имеют показатели 

Ляпунова ( )0.121,0, 1.13−  и размерность Ляпунова равную 2.107 .  
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Рис.2.2.3.1. Скрытые аттракторы 

системы (1.1.2)-(1.1.4) 

Рис. 2.2.3.2. 1-D решетка аттракторов системы 

(1.1.2)-(1.1.4) с периодической нелинейностью 

 

2.2.4 Экстремально мультистабильноя система с 1-D решеткой 

аттракторов   

В настоящем разделе будет продемонстрирован еще один подход к 

конструированию экстремально мультистабильных систем с 1-D решеткой 

аттракторов, треть из которых являются скрытыми. 

 Для генерирования экстремально мультистабильной системы вида 

(1.2.1) воспользуемся одним результатом, полученным в работе [4]. Приведем 

формулировку теоремы из [4] в удобной для нас форме. 

Теорема 2.4. Пусть  в системе (1.2.1) матрица A   имеет одно нулевое 

 собственное значение, n–1 собственных значений с отрицательными 

вещественными   частями,   передаточная   функция  ( )p    невырожденная, 

lim ( ) 0T

p
p p c b

→
= −   и выполнены следующие условия: 

1) Существуют числа 1 2 10,  0,  0      такие, что при всех 0 

справедливо соотношение                        

                                  
1 1 2 1Re[1 ( )] [1 ( )] 0Ti i       + − + −  .          (2.2.4.1) 

При этом для некоторого 1 2
ˆ ( , )    матрица ˆ TA bc+  имеет ровно два 

собственных значения с положительными вещественными частями и не имеет 

их в полосе 1 Re 0p−   .  

3) Существует  число 2 0   такое,  что  матрица  2A I+  имеет  одно 
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положительное собственное значение, 1n−  собственных значений  с 

отрицательными вещественными частями и при всех 0   выполнено 

неравенство  

                           2

2 2Re ( ) | ( ) | 0i i      − + −                        (2.2.4.2) 

Тогда можно указать такую  -периодическую непрерывную функцию 

( )  , имеющую ровно два нуля на периоде, что система (1.2.1) будет иметь в 

каждой полосе  { :( 1) }, 0, 1, 2,T

kX x k c x k k= −    =    любое наперед 

заданное число орбитально асимптотически устойчивых циклов.  

Алгоритм конструирования функции ( )  , обладающей нужными 

свойствами, описан в работе [4]. Основная идея этого алгоритма, говоря 

несколько неточно, состоит в построении этой функции таким образом, чтобы 

ее график пребывал поочередно "достаточно долго" в секторах линейной 

устойчивости и линейной неустойчивости степени 2 системы (1.2.1). При этом 

ясно, что, если система (1.2.1) с периодической нелинейностью и двумя 

состояниями равновесия на периоде имеет на каждом периоде не менее трех 

циклов, то она имеет бесконечное число скрытых циклов. Последнее означает, 

что   бассейн   притяжения   этих   циклов   не   будет   пересекаться   с   малой 

окрестностью ни одного из состояний равновесия системы. 

Рассмотрим   систему   в  форме   Лурье  вида   (1.2.1)  с   передаточной  

функцией 3 2 1( ) ( 3 1.92 ) .p p p p −= + +  Для такой передаточной функции 

выполнено условие (2.2.4.1) с 1 2 10.5,  10,  1.6  = − = = , а также условие 

(2.2.4.2) для 2 0.4,  0.352 = = . Сектор ( ,0)−  является сектором 

неустойчивости степени 1, Сектор (0,5.76)  – сектор линейной устойчивости, 

сектор (5.76, )  – сектор неустойчивости степени 2. Следуя описанной в 

работе [4] процедуре, построим нечетную периодическую функцию периода 

1.20.12( 2)e = +  так, чтобы на каждом периоде система имела три орбитально 

асимптотически  устойчивых цикла.  Для этого на полупериоде  [0, ]  зададим  

функцию  ( )   следующим образом: 
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На рисунке 2.2.4.1 представлен график функции ( )   на полупериоде. 

На рисунке 2.2.4.2 представлены проекции на плоскость 1 2( , )x x  траекторий 

системы  (1.2.1)  со сдвигом на  период.  Из каждой  тройки циклов  "средний" 

цикл является скрытым.  

  

Рис.2.2.4.1. График функции ( )  на 

полупериоде 

Рис.2.2.4.2. Проекция на плоскость 
1 2( ,x )x

фрагмента 1-D решетки аттракторов 

 

2.2.5 Мегастабильная система с 1-D решеткой скрытых 

хаотических аттракторов-близнецов  

Рассмотрим систему в форме Лурье (1.2.1) с  

    

0 1 0 0 19

0 0 1 ,  0 ,  3.5 .

0 1 1 1 3.2

A b c

−     
     

= = = −
     
     − − −     

.      (2.2.5.1) 

Для этой системы сектор ( ,0)−  – сектор неустойчивости степени 1, 

сектор (0,0.08842)  – сектор линейной устойчивости, сектор (0.08843,1.00979)  

– сектор неустойчивости степени 2, наконец, сектор (1.0098, )+  – сектор 
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линейной устойчивости. В качестве нелинейности выберем функцию 

( ) 1.5arctg( )-0.28   = . Оказывается, что в рассматриваемом случае система 

(1.2.1) имеет пару скрытых хаотических аттракторов-близнецов, которые были 

обнаружены с помощью процедуры поиска скрытых аттракторов, 

предложенной в работе [20] и представлены на рис. 2.2.5.1. Эти аттракторы 

могут быть обнаружены  с помощью численного интегрирования системы с 

начальными условиями ( 0.177, 0.512, 0.445)  . Заменим в системе (2.2.6) 

нелинейность ( )g   на периодическую функцию периода 15.4522= . Графики 

функций ( )    и  ( )g   приведены на рисунке 2.2.5.2.   

  

Рис.2.2.5.1. Скрытые хаотические 

аттракторы-близнецы системы (2.2.6)-

(2.2.5.1) 

Рис.2.2.5.2. Графики функций ( ) 

(сплошная линия)  и ( )g  (пунктирная 

линия) 

 

Проекция на плоскость 1 2( , )x x  фрагмента  1-D решетки скрытых 

хаотических аттракторов новой системы представлена рис. 2.2.5.2. 

 

Рис.2.2.5.3. Проекция на плоскость 
1 2( , )x x  фрагмента 1-D решетки скрытых хаотических 

аттракторов-близнецов системы (2.2.6)-(2.2.5.1) 

Z
1 

Z
2 

 Z
3 

( ) V
1 

V
2 

 V
3 

( )
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Точки, принадлежащие скрытым аттракторам 1-D решетки, 

представленной на рис. 2.2.5.3, были найдены так же, как это описано в 

подразделе 2.2.3.   Все аттракторы 1-D решетки имеют одинаковые показатели 

Ляпунова 1 2 30.094,  0,  1.015 =  =  = −  и размерность Ляпунова, 

вычисленную по формуле Каплана-Йорке, равную 2.093KYD = .  

Ясно, что изложенный в данном разделе метод не позволяет 

генерировать системы, содержащие решетки аттракторов размерности, 

большей, чем 1. В следующем разделе мы воспользуемся тем известным 

фактом, что многомерная система в форме Лурье вида (1.2.1) всегда может 

быть приведена к системе каскадного типа (1.2.2) с помощью неособого 

линейного преобразования, описанного подробно в разделе 1.2.  

 

2.3 Генерирование мегастабильных систем с (n–1)-D решеткой 

аттракторов на основе систем в форме Лурье 

Как уже упоминалось в разделе 2.1 диссертации, сдвиг по переменным 

, , ,y z u  в системе (1.2.2) может быть осуществлен путем введения 

дополнительных констант в  её первые  1n−  уравнений. Легко видеть, что 

такое преобразование системы осуществляет смещение фазового потока 

системы (1.2.2) по переменным  , , ,y z u , оставляя неизменной динамику 

переменной x x= , поскольку динамика этой переменной  подчиняется тому 

же самому уравнению. 

В настоящей работе методы генерирования мегастабильных систем 

существенно опираются на тот факт, что система в форме Лурье (1.2.1) 

неособым линейным преобразованием всегда может быть приведена к системе 

каскадного типа (1.2.2), что подробно описано в разделе 1.2. Если такая 

система имела аттрактор, то его можно клонировать в (n -1)-D решетку. Для 

этого необходимо сначала оценить размах аттрактора по осям, затем заменить 

переменные на периодические функции этих переменных, период которых 

будет не меньше, чем размах аттрактора по соответствующим осям.  
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Реализацию предложенного метода генерирования мегастабильных 

систем с (n -1)-D решеткой хаотических аттракторов проиллюстрируем на 

конкретных примерах. В подразделе 2.3.1. строится мегастабильная система с 

2-D решеткой хаотических аттракторов на основе обобщенной системы Чуа, 

треть из аттракторов решетки являются скрытыми. В подразделах 2.3.2 и 2.3.3 

строятся системы, содержащие 2-D решетки самовозбуждающихся 

хаотических аттракторов, на основе систем Спротта. В подразделах 2.3.4 и 

2.3.5 на основе системы гипертолчка, обладающей самовозбуждющимся 

аттрактором, сконструированы мегастабильные системы с 2-D и 3-D решеткой 

скрытых хаотических аттракторов. В подразделе 2.3.6 построена система с 2-

D решеткой скрытых хаотических аттракторов-близнецов. 

 

2.3.1. Мегастабильная система с 2-D решеткой хаотических 

аттракторов на основе обобщенной системы Чуа  

Вернемся к рассмотренной в подразделе 2.2.3 обобщенной системе Чуа 

вида (1.1.2): 

( ) ( ),

,

,

x y x

y x y z

z y z

  

 

= − −

= − +

= − −

 

с нелинейностью ( )   вида (1.1.4): 

1 0 1 0( ) 0.5( )(| 1| | 1|) 0.5( )(| | | |)m m m s m        = + − + − − + − + − − , 

при значениях параметров 8.4562, 12.0732, 0.0052, 0.2,   = = = =

0 10.9668,  0.14,  1.1468s m m= − = = − . Эта система, как было сказано ранее, имеет 

три скрытых аттрактора: цикл и два хаотических аттрактора-близнеца, 

расположенных в полосе 
0| | 2x x   и визуализируемых численным 

интегрированием с начальными условиями 
0 ( 0.458, 0.107,2.522)x = − −  и 

1,2 ( 1.360, 1.633, 1.631)x =     (рисунок 1.1.3).  

 Рассматриваемая система является системой в форме Лурье (1.2.1) с 

матрицей А и векторами b и с вида (2.2.1.1): 
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0 1

1 1 1 ,  0 ,  0

0 0 0

A b c

  

 

− −     
     

= − = =
     
     − −     

 

и значит, она может быть приведена к системе каскадного типа (1.2.2).  

 Дальше будем рассуждать так же, как это было сделано в подразделе 

2.2.3: положим 1( )k    −= − + , 
1

TA A kbc= + , 1 1( ) ( ) ,  ,  g k b b c c   = − = =   и 

перепишем рассматриваемую систему в форме Лурье                    

1 1 1( ),  Tx A x b c x  = + =     (2.3.1.1) 

Найдя передаточную функцию системы (2.3.1.1) и применяя теорему 

1.1, перепишем систему (2.3.1.1) в виде системы каскадного типа  

                     
0 1 2

0 1 2

,

,

a a + ( ),

= ,

x y

y z

z x y a z

r x r y r z

 



=

=

= − − −

− − −

                                   (2.3.1.2) 

где         0 1 1 1 1 1 2 1[ ( 1) ], ( 1) , ( 1) 1,a m m a m m a m        = + + = + + + + = + + +   

0 1 2( ), (1 ), .r r r     = + = + =   

Для выбранных значений параметров система (2.3.1.2) выглядит так: 

,

,

15.037737580544 2.374374715168 0.23617016 ( ),

102.13736608 8.50017224 8.4562 .

x y

y z

z x y z

x y z

 



=

=

= − + +

= − − −

    (2.3.1.3)   

При этом матрица М   преобразования, определяемая из 

нижеследующих соотношений  (1.2.5)                     

1 2 1 2 2 1,  ,  ,TAM MA b Mb c M c= = =  

где  

2

0 1 2

2 2 0 1 2

0 1 0

0 0 1

col(0,0,1),  col( , , ),

A

a a a

b c r r r

 
 

=
 
 − − − 

= = − − −

 

будет иметь вид:  
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( ) (1 )

0

0 0

M

     

 



− + − + − 
 

= − −
 
 
 

   (2.3.1.4)   

Зная 1

0 (0.0247,0.0126, 0.2569)M x− = − , 1

1,2 ( 0.0160, 0.1933, 0.1595)M x− =   – 

точки принадлежащие скрытым хаотическим аттракторам преобразованной 

системы, можем вычислить их показатели Ляпунова и размерность по 

формуле Каплана-Йорке. Как и ожидалось, они совпадают с характеристиками 

аттракторов, представленных на рисунке 2.3.1.1. 

Заменим в системе (2.3.1.3) переменные y  и z  на  -периодические 

функции 0.64sin(2 ),  0.542sin(2 )y y z z→ → . Новая система имеет вид: 

0.64sin(2 ),

0.542sin(2 ),

15.037737580544 1.519599817708sin(2 ) 0.12800422672sin(2 ) ( ),

102.13736608 5.4401102336sin(2 ) 4.5832604sin(2 ).

x y

y z

z x y z

x y z

 



=

=

= − + +

= − − −

           

(2.3.1.5) 

  
Рис.2.3.1.1. Скрытые аттракторы 

системы (2.3.1.2) в окрестности 

точки (0,0,0) 

Рис.2.3.1.2. Фрагмент 2-D решетки скрытых 

аттракторов системы (2.3.1.2) 

  

Система (2.3.1.5) имеет 2-D решетку идентичных скрытых аттракторов-

клонов, которые могут быть обнаружены численным интегрированием с 

начальными условиями   (0.006,0.043 , 0.062 )k m  −   и 

( 0.047, 0.135 , 0.255 )k m    , , .k m N  Тройка скрытых аттракторов этой 



62 

 

      

решетки, а также фрагмент 2-D решетки аттракторов системы (2.3.1.5) 

(проекция на плоскость ( , )y z )   представлены на рисунках 2.3.1.1 и 2.3.1.2. Все  

хаотические аттракторы системы (2.3.1.5) имеют показатели Ляпунова 

( )0.126,0, 0.986−  и размерность Ляпунова, вычисленную по формуле Каплана-

Йорке, равную 2.138 

 

2.3.2. Мегастабильная система с 2-D решеткой 

самовозбуждающихся хаотических аттракторов на основе системы 

Спротта  

Обратимся теперь к системе, рассмотренной в работе [86]. Запишем эту 

систему в удобной для нас форме 

                           
2

,

( 1) ,

1.7 .

x z

y y x

z x y

= −

= − − −

= +

                                         (2.3.2.1) 

Система (2.3.2.1) имеет 2 состояния равновесия 

(0.5(3.7 9.69); 1.7(3.7 9.69);0) −  . При этом из окрестности одного из них, а 

именно, из точки (3.4, 5.78,0)− , возбуждается хаотический аттрактор с 

показателями Ляпунова ( )0.044,0, 1.044−  и размерностью по формуле Каплана-

Йорке 2.042. Проекция этого аттрактора на плоскость ( , )y z   представлена на 

рисунке 2.3.2.1. 

Очевидно, что система (2.3.2.1) является смещаемой по переменной z , 

что позволяет воспользоваться изложенным в разделе 2.2 приемом для 

генерирования на основе системы (2.3.2.1) новой системы, обладающей 2-D 

решеткой хаотических аттракторов заменяя в системе (2.3.2.2) переменную z  

периодическими функциями вида sin( )m nz  и cos( )m nz . Передаточная функция 

системы (2.3.2.1)     имеет     вид     
3 2 1( ) ( 1.7 1.7)p p p p −= + + + .      Поэтому        

после        соответствующего        линейного        преобразования   

,  1.7 ,  x x y x z z y→ →− − →−  получим систему 
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2

,

,

1.7 1.7 ( 1) .

x y

y z

z x y z x

=

=

= − − − + −

                                   (2.3.2.2)     

Аттрактор системы (2.3.2.2) визуализируется при численном 

интегрировании с начальным условием ( )3.4,0,0  и его проекция на плоскость 

( ),y z  представлена на рисунке 2.3.2.2.  

  

Рис. 2.3.2.1. Самовозбуждающийся 

аттрактор системы (2.3.2.1) 

Рис. 2.3.2.2. Самовозбуждающийся 

аттрактор системы (2.3.2.2) 

 

Заменим переменные y  и z  в системе (2.3.2.2) на периодические 

функции, для этого сначала необходимо оценить размах аттрактора, 

изображенного на рисунке 2.3.2.2 по соответствующим осям координат. Легко 

заметить, что по оси у  размах не превосходит 4π, по оси z - 6π. Следовательно 

замена переменных будет выглядеть следующим образом: 

3.1sin ,  3.406sin .
2 3

y z
y z

 
→ → 

 









 Получим систему  

2

3.1sin ,
2

3.406sin ,
3

1.7 5.27sin 3.406sin ( 1) .
2 3

y
x

z
y

y z
z x x

 
=  

 

 
=  

 

   
= − − − + −   

   

                 (2.3.2.3) 

Система (2.3.2.3) имеет 2-D решетку идентичных 

самовозбуждающихся хаотических аттракторов, фрагмент которой 

представлен на рисунке 2.3.2.3. Все аттракторы этой решетки имеют 
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показатели Ляпунова ( )0.099,0, 1.011−  и размерность Ляпунова, вычисленную 

по формуле Каплана-Йорке, равную 2.098. 

 

 

 

2.3.3 Мегастабильная система с 2-D решеткой хаотических 

аттракторов на основе системы Спротта  

Рассмотрим систему, для которой известен факт существования 

хаотического аттрактора [83]. Речь идет о системе вида (1.2.1) с  

2

0 1 0.26 0 0

1 0 1 ,  0 ,  0 ,  ( )

0 1.64 0.7264 1 1

A b c f  

−     
     

= − = = =
     
     −     

.  (2.3.3.1) 

В работе [83] указано, что рассматриваемая система имеет хаотический 

аттрактор, который может быть визуализирован численно при старте 

вычислительной процедуры из точки col(-0.1,0,-0.25)q = . Здесь  

2 3 2 1( ) (1 p )( 0.7264 0.64 0.3)p p p p −= − − + − . Поэтому неособым линейным 

преобразованием эта система может быть приведена к следующему виду  

           

2

,

,

0.3 0.64 0.7264 ( )

x y

y z

z x y z z x

=

=

= − − + −

   (2.3.3.2) 

Найдя матрицу M  из соотношений (1.2.5) и умножив матрицу 1M −  на 

вектор     q ,     находим     точку     1 col(0.10725011,-0.02788503,0.14274989)q = , 

Рис. 2.3.2.3. Фрагмент 2-D решетки аттракторов системы (2.3.2.3) 



65 

 

      

стартуя из которой, вычислительная 

процедура выходит на странный аттрактор 

системы (2.3.3.2),  проекция которого на 

плоскость ( ),y z  представлена на рисунке 

2.3.3.1. Заменим теперь переменные y  и z  в 

системе (2.3.3.2) на периодические функции:

0.125sin(8 ),  0.125sin(8 )y y z z→ → , тогда 

2

0.125sin(8 ),

0.125sin(8 ),

0.3 0.08sin(8 ) 0.0904sin(8 ) (0.125sin(8 ) ) .

x y

y z

z x y z z x

=

=

= − − + −

 (2.3.3.3) 

Если полученная таким образом система (2.3.3.2) имеет хаотический 

аттрактор, то, как было сказано выше, она имеет бесконечную 2-D решетку 

идентичных аттракторов-клонов. Численный эксперимент показывает, что 

описанный сценарий в данном случае реализуется.  Проекция фрагмента 2-D 

решетки аттракторов системы (2.3.3.2) на плоскость ( ),y z  представлена на 

рисунке 2.3.3.2. 

                       

Рис. 2.3.3.2. 2-D решетка хаотических аттракторов системы (2.3.3.2) после введения 

периодических функций 
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 Рис.2.3.3.1. Аттрактор системы 
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2.3.4 Мегастабильная система с 2-D решеткой скрытых 

хаотических аттракторов на основе системы гипертолчка 

В качестве примера рассмотрим систему гипертолчка четвертого 

порядка следующего вида: 

2( )3 2 1x xx x x x e xe−= − − − − − + ,    (2.3.4.1)                                                                                        

для которой соответствующая система каскадного типа имеет вид  

2

,

,

,

3 2ze 1.z z

x y

y z

z u

u x y u e −

=

=

=

= − − − − − +

    (2.3.4.2)                                                                                        

Эта  система  имеет  единственное  неустойчивое  состояние   

равновесия (0,0,0,0)  типа седло-фокус с собственными значениями матрицы 

линеаризации  ( 0.515 2.365 ,0.015 0.413 )i i−    и самовозбуждающийся из 

окрестности состояния равновесия аттрактор, представленный на рисунке 

2.3.4.1. Ниже будет продемонстрировано,  каким образом путем введения в 

систему (2.3.4.2) периодических функций может быть построена 

динамическая система, обладающая 2-D решеткой скрытых хаотических 

аттракторов-клонов.    

  

Рис. 2.3.4.1. Проекция на плоскость ( , )y u

самовозбуждающегося аттрактора системы 

(2.3.4.2)  

Рис. 2.3.4.2. Проекция на плоскость ( , )y u

скрытого аттрактора системы (2.3.4.4)   

 

Заменим в системе (2.3.4.2) переменные ,y u  на периодические 

функции ( ) sin( ),F y a by=  ( ) sin( )G u c mu=  и подберем значения параметров 

, , ,a b c m  так, чтобы новая  система имела устойчивое в малом состояние 
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равновесия (0,0,0,0)  и хаотический аттрактор, который, очевидно, будет 

скрытым. Характеристический полином матрицы Якоби новой системы в 

точке  (0,0,0,0)  имеет вид   

 
4 3 2( ) 3 3r p p cmp cmp abcmp abcm= + + + + .    (2.3.4.3) 

Полином ( )r p  будет полиномом Гурвица, например, при  

1
2.1,  0.5,  5,  

3
a b c m= = = = .  Тогда (2.3.4.2) имеет вид: 

2

2.1sin ,
2

,

5sin ,
3

6.3sin 5sin 2 1.
2 3

z z

y
x

y z

u
z

y u
u x e ze−

 
=  

 

=

 
=  

 

   
= − − − − − +   

   

                    (2.3.4.4)                                   

При этом система (2.3.4.4) имеет скрытый хаотический аттрактор, с 

показателями Ляпунова 1 20.018,  0.000, =  =  3 40.055,  1.354 = −  = −  и 

размерностью по формуле Каплана-Йорке  1

1 2 32 ( ) | | 2.296KYD
−= +  +  = .  

Проекция этого аттрактора  на плоскость ( , )y u  представлена на рис. 2.3.4.2.   

Замена в системе (2.3.4.3) переменных ,y u  на периодические функции 

обеспечивает существование в фазовом пространстве системы (2.3.4.4) 

бесконечной 2-D решетки скрытых хаотических аттракторов-клонов с 

идентичными характеристиками – показателями Ляпунова 

1 20.018,  0.000, =  =
3 40.055,  1.354 = −  = −  и размерностью Ляпунова, 

рассчитанной по формуле Каплана-Йорке, равной 2.296KYD = . Шесть  

аттракторов-клонов, полученные сдвигом аттрактора, представленного на 

рисунке 2.3.4.2 на периоды 4  и 6  по осям Oy  и Ou  соответственно,  

представлены на рисунке 2.3.4.3.    
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2.3.5 Мегастабильная система с 3-D решеткой скрытых 

хаотических аттракторов на основе системы гипертолчка 

Вновь рассмотрим систему гипертолчка вида (2.3.4.2).                                                                                    

Так как система (2.3.4.2) допускает смещение фазового потока по переменным  

,  y z  и u , то можно попытаться заменить эти переменные на функции, 

периодические по переменным ,  y z  и  u  так, чтобы новая система имела 

бесконечную  3-D решетку идентичных скрытых аттракторов. 

Путем целенаправленного компьютерного поиска реализовать 

описанный сценарий удалось в виде системы (2.3.5.1) со следующей заменой 

переменных tg( ),  tg( ),  1.15tg( )x y y z z u→ → → : 

2tg( ) tg ( )

tg( ),

tg( ),

1.15tg( ),

3tg( ) 1.15tg( ) 2tg( ) 1.z z

x y

y z

z u

u x y u e z e−

=

=

=

= − − − − − +

 (2.3.5.1)   

Матрица линеаризации системы (2.3.5.1) в состоянии равновесия 

(0,0,0,0)  имеет собственные значения ( 0.011 1.746 , 0.564 0.242 )i i−  −  , поэтому 

все ее состояния равновесия  асимптотически устойчивы в малом. Решение с 

начальным условием ( 0.1,0.6,0, 0.1)− −  находится в области притяжения  

скрытого   хаотического  аттрактора   с   показателями  Ляпунова 

 

Рис. 2.3.4.3. 2-D решетка скрытых аттракторов системы (2.3.4.4) 
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1 20.164,  0.139, =  = −  
3 40.229,  2.944 = −  = −  и размерностью  по формуле 

Каплана-Йорке 2.107KYD = . Проекции этого аттрактора на плоскости (z, )u  и 

( ,z)y  представлены на рисунках 2.3.5.1 и 2.3.5.2.  

  

Рис. 2.3.5.1. Проекция аттрактора на 

плоскость (z, )u  
Рис. 2.3.5.2. Проекция аттрактора на 

плоскость ( ,z)y  

 

На рисунках 2.3.5.3-2.3.5.4 представлены аттракторы-клоны, 

полученные сдвигом на периоды   по осям Oy  и Ou  и  Oy  и Oz . 

 

 

 

 
Рис. 2.3.5.4. Проекции аттракторов-клонов на плоскость ( ,z)y  

Рис. 2.3.5.3. Проекции аттракторов-клонов на плоскость ( , )z u  



70 

 

      

2.3.6 Мегастабильная система с 2-D решеткой скрытых 

хаотических аттракторов-близнецов 

Вновь рассмотрим систему (2.2.5.1): 

0 1 0 0 19

0 0 1 ,  0 ,  3.5 .

0 1 1 1 3.2

A b c

−     
     

= = = −
     
     − − −     

 

Эта система обладает парой скрытых хаотических аттракторов-

близнецов, представленных на рис. 2.3.6.1. 

Система (2.2.5.1) является системой каскадного типа, поэтому можно 

попытаться заменить две переменные в этой системе на периодические 

функции так,  чтобы  новая  система  обладала  2-D  решеткой скрытых 

хаотических  аттракторов.  После  замены 2 2 3 3sin(0.5 ),  sinx x x x→ →  получаем 

                

1 2

2 3

3 2 3 1 2 3

sin(0.5 ),

sin ,

sin(0.5 ) sin ( 19 3.5sin(0.5 ) 3.2sin ).

x x

x x

x x x x x x

=

=

= − − + − − −

   (2.3.6.1) 

Система (2.3.6.1) имеет бесконечное число устойчивых состояний 

равновесия вида (0,4 ,2 ),  ,k m k m Z   с собственными значениями матрицы 

Якоби ( 0.0254 1.5452 , 4.8531)i−  − , а также бесконечное число состояний 

равновесия вида 1( ,4 ,2 ),  ,x k m k m Z    с собственными значениями 

матрицы Якоби (1.2726, 0.7278 1.173 )i−  . Здесь 1x  – решение уравнения 

1 11.5arctg(19 ) 5.32x x= . Система (2.3.6.1) также имеет 2-D решетку скрытых 

хаотических аттракторов с одинаковыми показателями Ляпунова 

1 2 30.082,  0,  0.888 =  =  = −   и размерностью по формуле Каплана Йорке 

2.092KYD = . Фрагмент этой решетки (проекция на плоскость 2 3( , )x x )  

представлен на рис. 2.3.6.2. 
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Рис.2.2.5.1. Скрытые хаотические 

аттракторы-близнецы системы 

(2.2.6)-(2.2.5.1) 

Рис.2.3.6.2. Фрагмент 2-D решетки хаотических 

аттракторов системы (2.3.6.1) 

 

 

2.4 Выводы по главе 2 

В этой главе было предложено два подхода к конструированию n - 

мерных мегастабильных систем, содержащих 1-D и (n -1)-D решетки 

аттракторов.  

Первый подход выделяет класс систем в форме Лурье, в которых 

замена нелинейности на периодическую функцию позволяет получить 

систему, содержащую  1-D решетку (полосу) аттракторов-клонов (как 

самовозбуждающихся, так и скрытых).  

Второй подход опирается на возможность приведения с помощью 

невырожденного преобразования системы в форме Лурье со скалярной 

нелинейностью и невырожденной передаточной функцией к системе 

каскадного типа.  Замена в новой системе определенным образом некоторых 

переменных на периодические функции этих переменных позволяет строить 

динамические системы с (n -1)-D решеткой аттракторов. 

Приведены многочисленные примеры хаотических систем, 

построенных автором диссертации, обладающих 1-D и (n -1)-D решетками 

скрытых аттракторов. 

Z
1 

Z
2 

 Z
3 

( ) V
1 

V
2 

 V
3 

( )
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Глава 3 

Новые подходы к генерированию мегастабильных систем 

Очевидно, для систем порядка  невозможно построить n -D решетку 

аттракторов способами, описанными в предыдущей главе. Однако, сочетание 

двух этих изложенных подходов позволяет генерировать системы, 

обладающие n -D решеткой аттракторов, что будет продемонстрировано 

далее.  

Также, используя приемы, изложенные ранее и идеи C. Li из [78] 

удалось сконструировать систему с 2-D полосой скрытых аттракторов без 

состояний равновесия. 

Содержание этой главы существенным образом опирается на работы 

[11-13]. 

 

3.1 Конструирование мегастабильных систем с n-D решеткой 

хаотических аттракторов 

В данном разделе предлагаются методы синтезирования мега- 

стабильных систем с n-D решеткой хаотических аттракторов на основе  систем 

в форме Лурье, обладающих хаотическими аттракторами. Мегастабильные 

системы, содержащие 1-D решетку хаотических аттракторов, удается 

получить, используя соображения, описанные в разделе 2.2 диссертации. 

Исходная система путем   замены нелинейности на подобранную подходящим 

образом периодическую функцию преобразуется в систему в форме Лурье с 

угловой координатой, содержащую 1-D решетку хаотических аттракторов-

клонов.  Далее используется тот факт, что система в форме Лурье неособым 

линейным преобразованием всегда приводится к системе каскадного типа. 

Полученная система каскадного типа также содержит 1-D решетку 

хаотических аттракторов, и в то же время является смещаемой  по 1n−  

переменным (variable-boostable system). Путем замены этих переменных на 

периодические    функции    удается    построить    мегастабильную    систему,  

содержащую n -D решетку хаотических аттракторов.  
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В подразделах 3.1.1 и 3.1.2 построены мегастабильные системы с 3-D 

решеткой хаотических аттракторов на основе классической системы Чуа с 

различными значениями параметров. Кроме того, в качестве одного из 

примеров в диссертации впервые построена система четвертого порядка с 4-D 

решеткой самовозбуждающихся хаотических аттракторов (подраздел 3.1.3).  

 

3.1.1 Мегастабильная система с 3-D решеткой хаотических 

аттракторов на основе классической системы Чуа с парой скрытых 

аттракторов-близнецов 

Вновь рассмотрим классическую систему Чуа в виде (1.1.2) 

( ) ( ),

,

.

x y x

y x y z

z y z

  

 

= − −

= − +

= − −

 

со скалярной нелинейностью  ( )   вида (1.1.3)  

1 0 1( ) 0.5( )(| 1| | 1|)m x m m   = + − + − − . 

и параметрами 1 01.1468,  0.1768,  8.4562,m m = − = − = 12.0732,  0.0052 = = .  

Для построения мегастабильной системы, содержащей 3-D решетку 

аттракторов, сначала повторим рассуждения, позволившие построить систему 

с 1-D решеткой аттракторов в подразделе 2.2.1.  

Положим 
1( )k    −=− + , ( ) ( )f k   = − . Тогда матрица TA kbc+

будет особой, а  функция ( )f    будет иметь три нуля 0, ( )    = = + , где 

1

0 1 1( ) [ ( )]m m m    −= −  + + . Заменим функцию ( )f   на  периодическую 

функцию ( )g   периода 2( )   = − + , совпадающую с функцией ( )f   на 

[( ) , ( ) ]     + − + . После этого заменим в исходной системе ( )   на 

( )g k + .  Таким образом получается система вида (2.2.1.1) 

                            ( ( ) ),  Tx Ax b g k c x  = + + = ,                           

которая является системой с угловой координатой и имеет 1-D решетку 

идентичных аттракторов-клонов (рисунки 2.2.1.1 и 2.2.1.2). Все эти 

аттракторы могут быть получены численным интегрированием системы 
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(2.2.1.1) с начальными условиями 0 ,x jd j Z+  , где   

2col( ( ) , , )d     = − + −  – собственный вектор матрицы TA kbc+ , 

соответствующий нулевому собственному значению. 

Система с угловой координатой (2.2.1.1) неособым линейным 

преобразованием x My=   с матрицей вида (2.3.1.4)   

                               

( ) (1 )

0

0 0

M

     

 



− + − + − 
 

= − −
 
 
 

                             

приводится к системе каскадного типа 

 

                                                        (3.1.1.1) 

 

 

где 0 1 2 0 1( ),  ( ),  1,  ( ),  (1 ),a a a c c            = + = + + = + + = + = +  2 .c =  

Система (3.1.1.1) также имеет 1-D решетку идентичных хаотических 

аттракторов. 

 Заменим теперь переменные 2 3,y y  в системе (3.1.1.1) на периодические 

функции 2 2 3 30.49sin(2 ),  0.51sin(2 )y y y y→ → . Тогда получим систему 

                         

(3.1.1.2) 

Система   (3.1.1.2)   будет  иметь   3-D  решетку   самовозбуждающихся 

хаотических  аттракторов,  проекции  фрагментов  которой   на  координатные 

плоскости приведены на рисунках 3.1.1.1-3.1.1.3.   

Все аттракторы 3-D решетки имеют показатели Ляпунова

1 2 30.293,  0,  1.200 =  =  = −  и размерность по формуле Каплана-Йорке 

равную 2.244KYD = . 

 



75 

 

      

   

Рис.3.1.1.1 Проекция на 

плоскость ( , )x y  

Рис.3.1.1.2 Проекция на 

плоскость ( , )x z   

Рис.3.1.1.3 Проекция на 

плоскость ( , )y z  

 

3.1.2 Мегастабильная система с 3-D решеткой хаотических 

аттракторов на основе классической системы Чуа с double-scroll 

аттрактором 

Вновь рассмотрим классическую систему Чуа записанную в виде 

(1.1.2)-(1.1.3), с 1 00.7143,  1.099,  9.8,m m = − = − =  13.37,  0 = = . В 

подразделе 2.2.2 диссертации была построена система с 1-D решеткой 

идентичных хаотических аттракторов на основе этой системы. Теперь 

продемонстрируем алгоритм построения 3-D решетки на основе этой же 

системы.  

Сначала строим систему с угловой координатой, содержащую 1-D 

решеткой аттракторов. Для этого положим 1k =− , ( ) ( )f    = + . Тогда 

матрица 
TA bc−  будет особой, а  функция ( )f    будет иметь три нуля: 

00,  ,  = =   
1

0 1 0 1( )( 1) .m m m −= − +  Заменим функцию ( )f   на 
04.4 -

периодическую функцию ( )g  , совпадающую с ( )f   на 0 0[ 1.6 ,1.6 ] − . В 

результате получим систему с угловой координатой, которая имеет 1-D 

решетку идентичных аттракторов-клонов.   

Затем неособым линейным преобразованием x My=  с матрицей 

(2.2.1.1) приведем систему к виду (3.1.1.1).  Заменим переменные 
2 3,y y  в   

полученной системе на периодические функции

2 2 3 30.0625tg(16 ),  0.125tg(8 )y y y y→ → . Получим систему 
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                       (3.1.2.1)                      

Система (3.1.2.1) имеет 3-D решетку самовозбуждающихся 

хаотических аттракторов, проекции фрагментов которой на координатные  

плоскости приведены на рисунках 3.1.2.1-3.1.2.3.  

   

Рис.3.1.2.1 Проекция на 

плоскость ( ),x y   

Рис.3.1.2.2 Проекция на 

плоскость ( ),x z   

Рис.3.1.2.3 Проекция на 

плоскость ( ),y z  

 

Все  аттракторы 3-D решетки имеют одинаковые показатели Ляпунова  

1 2 30.3098,  0,  3.3132 =  =  = −  и размерность по формуле Каплана-Йорке 

равную  2.093KYD = .  

 

3.1.3 Система четвертого порядка с 4-D решеткой 

самовозбуждающихся хаотических аттракторов 

Процедуру конструирования системы с 4-D решеткой хаотических 

аттракторов начнем с построения системы вида (1.2.2) с угловой координатой, 

содержащей 1-D решетку хаотических аттракторов. Матрицу A   и векторы b , 

c  будем искать в виде  

0

1

2

1 2 3 3

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
,  ,  

0 0 0 1 0

0 1

c

c
A b c

c

a a a c

−    
    

−
    = = =
     −
    

− − − −    

, 
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где ,  1,2,3ia i =  и  ,  1,...,4jc j =  – положительные числа. Тогда   

4 3 2

3 4 2 3 1 2 1det( ) ( ) ( ) ( )TA kbc pI p a c k p a c k p a c k p c k+ − = + + + + + + + .  (3.1.3.1) 

Коэффициенты  полинома  (3.1.3.1) подберем так,  чтобы при 0k    он 

имел один положительный корень и 3 корня с отрицательными 

вещественными частями, а при малых 0k   все его корни располагались в 

левой открытой полуплоскости. Для этого достаточно потребовать 

выполнение условия 3 2 1a a a .  

Положим 1 2 31,  3.a a a= = =  При выбранных значениях элементов 

матрицы  A  условия гурвицевости полинома (3.1.3.1) примут вид 

          
2

3 4 3 2 4(3 ) 2 0,c c k c c c k+ − + +                    (3.1.3.2) 

                  
2 2

2 3 4 3 2 4 1 4( 1)[ (3 ) 2] ( 3) 0.c k c c k c c c k c k c k+ + − + + − +           (3.1.3.3) 

Коэффциенты jс  подберем так, чтобы условие (3.1.3.2) выполнялось 

при всех 0k  , а условие (3.1.3.3) нарушалось при некотором  значении 0 0.k 

Тогда на некотором интервале 0 1( , )k k  полином (3.1.3.1) будет иметь 2 

отрицательных вещественных корня и два корня с положительными 

вещественными частями. Все перечисленные условия будут выполняться, 

если положить, например, 1 2 3 41,  2,  1,  1.6c c c c= = = = . При этом условия 

(3.1.3.2) и (3.1.3.3) выполнены при (0,0.537591)k  и (5, )k + .  

При выбранных значениях параметров системы (1.2.2) плоскость 

( , )f  разбивается на 4 сектора линейной устойчивости и неустойчивости: 

сектор  ( ,0)−  – сектор неустойчивости степени 1, сектор (0,0.53759)  – сектор 

гурвицевости, сектор (0.537592,5) – сектор неустойчивости степени 2, сектор 

(5, )+  – сектор гурвицевости. Теперь подберем нечетную 2 - 

периодическую функцию ( )f  , имеющую 2 нуля на периоде такую, чтобы ее 

график на периоде попеременно пребывал в секторе линейной неустойчивости 

степени 2, секторе гурвицевости и секторе линейной неустойчивости степени 

1. Если пребывание  графика ( )f   в каждом из секторов будет "достаточно 
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длительным", то система с такой нелинейностью будет иметь либо  

устойчивый цикл, либо хаотический аттрактор, расположенный в полосе  

{ : }Tx c x = −    [4]. Поскольку все состояния равновесия системы будут 

неустойчивыми, то бассейн притяжения аттрактора будет содержать сколь 

угодно малую окрестность одного из состояний равновесия. Поэтому такой 

аттрактор может быть визуализирован путем численного интегрирования с 

начальным условием из малой окрестности некоторого состояния равновесия 

системы на периоде. 

Путем целенаправленного компьютерного поиска удается выбрать 

( ) 1.8sinf  = . При таком выборе из окрестности нулевого состояния 

равновесия возбуждаются два симметричных хаотических аттрактора, 

проекции которых на плоскости 1 2 1 4 2 3 3 4( , ),( , ),( , ),( , )x x x x x x x x  представлены на 

рисунках 3.1.3.1-3.1.3.4.        

  
  

Рис.3.1.3.1 

Проекция на 

плоскость 1 2( , )x x  

Рис.3.1.3.2 

Проекция на 

плоскость 1 4( , )x x  

Рис.3.1.3.3 

Проекция на 

плоскость 2 3( , )x x  

Рис.3.1.3.4 

Проекция на 

плоскость 3 4( , )x x  

 

Из рисунков 3.1.3.1-3.1.3.4 видно, что "размах" аттракторов по 

координатам 2 3 4, ,x x x  не превышает 2 , поэтому можно попытаться заменить 

каждую из переменных 2 3 4, ,x x x   в полученной системе на некоторую 2 -

периодическую функцию так, чтобы новая система имела пару симметричных 

хаотических аттракторов. Тогда такая система будет иметь 4-D решетку 

хаотических аттракторов-клонов.   

Выполним замену: 2 2 3 3 4 41.82sin ,  1.29sin ,  1.42tg(0.5 )x x x x x x→ → → . 

Получим систему 
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(3.1.3.4) 

Фрагменты проекций 4-D решетки аттракторов системы (3.1.3.4) на 

координатные плоскости представлены на рисунках 3.1.3.5 – 3.1.3.8. 

Все аттракторы 4-D решетки имеют показатели Ляпунова 

1 2 3 40.054,  0,  0.206,  3.004 =  =  = −  = −  и размерность по формуле 

Каплана-Йорке  2.262KYD = .  

  

Рис.3.1.3.5 Проекция на плоскость 1 2( , )x x  Рис.3.1.3.6 Проекция на плоскость 1 4( , )x x  

 

  

Рис.3.1.3.7 Проекция на плоскость 2 3( , )x x  Рис.3.1.3.8 Проекция на плоскость 3 4( , )x x  
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3.2 Другие методы генерирования мегастабильных систем. 

Мегастабильная система без состояний равновесия с 2-D полосой 

скрытых аттракторов и аналитическими решениями  

Помимо методов, которые использовались ранее в диссертации для 

конструирования мегастабильных систем, существуют и другие подходы, 

например, предложенный C. Li, в работе [78]. Используя приемы, изложенные 

ранее и идеи из [78] удалось сконструировать мегастабильную систему с 2-D 

полосой скрытых аттракторов без состояний равновесия (подраздел 3.2.1). 

В [78] предложен новый подход, основанный на использовании sign-

функции и методе усиления смещения для удвоения сосуществующих 

аттракторов системы. На основе этого подхода создаются симметричные пары 

сосуществующих аттракторов, расположенные на желаемом расстоянии [77]. 

Чтобы гарантировать условную симметрию, предлагаемый метод преобразует 

систему так, чтобы она обладала симметрией, и удваивала число 

сосуществующих аттракторов. В частности, когда операция удвоения 

вводится в самовоспроизводящуюся систему, может быть сгенерирована 

решетка сосуществующих аттракторов, где расстояния между любыми двумя 

аттракторами определяются периодами и заданными смещениями. 

Нелинейные системы с сосуществующими симметричными аттракторами, или 

решеткой аттракторов, обладают большей скрытностью поскольку различные 

начальные условия могут генерировать фазовые траектории одинаковой 

формы или даже с одинаковыми показателями Ляпунова. Кроме того, этот 

новый подход к удвоению сосуществующих аттракторов также может быть 

применен к другим типам аттракторов, таким как точки, предельные циклы и 

хаотические аттракторы, независимо от того, сколько их. 

В своей недавней работе [109] J.C. Sprott рассмотрел следующую 

систему с разрывной нелинейностью, являющуюся модификацией известной 

системы Носе-Хувера [111]:  
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22

,

sign( ),

.x

x y

y x y z

z y e−

=

= − − 

= −

                                                 (3.2.1) 

При этом J.C. Sprott написал: "Why is this system interesting and worth 

publishing? It’s because it is time-reversible and dissipative with a strange 

multifractal attractor that is hidden but whose basin includes the whole of the three-

dimensional space so that every initial condition goes to the attractor. Even more 

remarkably, every initial condition apparently lies on the attractor, which fills all of 

space with a highly nonuniform measure and a capacity dimension of 3.0, and it is 

just one member in a large family of systems with those properties. It violates every 

expectation that most of us have developed over the years about respectable chaotic 

attractors.1"   

Аттрактор       системы       (3.2.1)       имеет       показатели       Ляпунова  

(0.2280,0,-0.2480) и размерность Ляпунова, вычисленную по формуле 

Каплана-Йорке, равную 2.9194, что резко отличает ее от подавляющего 

большинства трехмерных систем, у которых ляпуновская размерность 

аттрактора лишь немного больше 2.0. J.C. Sprott заключает свою работу 

следующим призывом: "In the near-term, I look forward to additional, truly novel 

examples of chaotic systems in this and other similar journals2".  

Система (3.2.1) содержит разрывную нелинейность. Рассмотрим здесь 

гладкую систему  

4

8

,

arctg(50 ),

,
1

x y

y x y z

a
z y

x

=

= − − 

= −
+

                                            (3.2.2) 

 
1 Почему эта система интересна и заслуживает публикации? Потому, что она обратима во времени и 

диссипативна со странным мультифрактальным аттрактором, который скрыт, но его бассейн включает в себя 

все трехмерное пространство, так что каждое начальное условие относится к аттрактору. Еще более 

примечательно, что каждое начальное условие, по-видимому, зависит от аттрактора, который заполняет все 

пространство с сильно неоднородной мерой и размерностью 3.0, и это всего лишь один представитель в 

большом семействе систем с такими свойствами. Это противоречит всем ожиданиям, которые у большинства 

из нас сложились за долгие годы относительно хаотических аттракторов. 
2 В ближайшей перспективе я с нетерпением жду появления других, по-настоящему новых примеров 

хаотических систем в этом и других подобных журналах. 



82 

 

      

где 0a  , которая, так же  как система (3.2.1) является обратимой. Эта система 

без состояний равновесия  и она имеет аналитическое решение 

( ) ( ) 0, ( ) (0)x t y t z t z at  = − .   

Проанализируем поведение решений системы (3.2.2), опираясь на 

рассуждения, приведенные Г.А Леоновым в работе [29] при исследовании 

системы   Носе-Хувера.   Очевидно,   что   решение   ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t    системы 

(3.2.1.2) удовлетворяет следующему соотношению  

          ( ) ( ) ( ) 0, ( ) arctg(50 ( )).x t t x x t t z t + + = =                        (3.2.3) 

Если ( ) 0z t   при всех 0t  , то, согласно [29], выполнено одно из 

следующих соотношений: 

2

2 2

1)lim[ ( )] ,

2)lim([ ( )] ( ) ) ,

t

t

x t

x t x t

→

→

=

+ =
   

3) существует  последовательность  kt →   такая,  что  для  нее  выполняется 

2 2lim([ ( )] ( ) ) .
t

x t x t C
→

+ =   

В  случае  3)   система  (3.2.2)  имеет  периодическое  решение.  Но  из  

(3.2.1.3) следует, что для этого периодического решения выполнено либо 1), 

либо 2). Значит, случай 3) невозможен. Из третьего уравнения системы 

(3.2.1.2) и предположения ( ) 0z t   при  0t   также следует, что случаи 1) и 2) 

невозможны. Поэтому существует число 0T   такое, что ( ) 0z T = .   

Пусть теперь ( ) 0z t   при всех 0t  . Тогда из (3.2.3) следует [29], что   

2lim[ ( )] 0
t

x t
→

= . Тогда из третьего уравнения системы (3.2.2) вытекает 

существование 0T  , для которого ( ) 0z T = . 

Из приведенных рассуждений следует справедливость следующего 

утверждения. 

 Лемма 3.1. Для любого решения  ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t  системы (3.2.2), 

отличного от её аналитического решения, функция ( )z t  бесконечное число 

раз меняет знак при t→+ . 
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С использованием леммы 3.1 в работе [29] для системы Носе-Хувера 

доказана теорема, утверждение которой, как можно убедиться, остается 

справедливым и для системы (3.2.1.2).  

Теорема 3.1. Для системы (3.2.2) существует число ( )r a   такое, что 

любая  её траектория с начальными данными 
2 2(0) (0) 0x y+   имеет 

предельную точку в множестве 
2 2{ , , :  0,  ( )}x y z z x y r a= +  . 

Так как система (3.2.2) не имеет состояний равновесия, то из 

приведенных рассуждений вытекает, что в поглощающем множестве 

2 2{ , , :  ( )}x y z x y r a= +   может содержаться аттрактор этой системы, 

заведомо  отличный от ее аналитического решения. Бассейном притяжения 

этого аттрактора являются почти всё пространство 
3R . Действительно, 

численное интегрирование системы (3.2.2) с 2a =  и начальными условиями 

(0,2,0) визуализирует  хаотический аттрактор, представленный на рис. 3.2.1.   

Показатели    Ляпунова     этого    аттрактора    принимают     значения: 

1 2 30.3270,  0,  0.3580 =  =  = −  а его фрактальная размерность, вычисленная 

по формуле Каплана-Йорке, равна 1 2

3

2 2.9134
| |

KYD
 + 

= + =


. 

Заметим,  что   система  (3.2.2)  является   смещаемой   по  переменной  

y  (variable-boostable system [80]). 

Последнее обстоятельство позволяет 

сконструировать самовоспроизводящуюся 

систему, обладающую 1-D решеткой 

идентичных аттракторов, путем 

подходящей замены переменной y  на 

периодическую функцию этой 

переменной [8, 13, 43, 45, 79].  

Произведем в системе (3.2.2) замену tgy y→ , тогда новая система  

Рис.3.2.1 Проекция аттрактора системы 

(3.2.2) на плоскость ( , )x y  
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4

8

tg ,

arctg(50 )tg ,

(tg )
1

x y

y x z y

a
z y

x

=

= − −

= −
+

                                        (3.2.4) 

обладает 1-D полосой хаотических аттракторов, фрагмент которой  

представлен на рисунке 3.2.2 (при 2a = ). Аттракторы на рисунке 3.2.2 имеют 

показатели Ляпунова (1.326,0,-1.329) и размерность по формуле Каплана-

Йорке равна 2.998. 

  

Рис.3.2.2  1-D полоса аттракторов системы 

(3.2.4) (проекция на плоскость ( , )y z ) 

Рис.3.2.3  График переходного процесса 

при численном  интегрировании системы 

(3.2.4) начальным условием (0, ,2)  

 

Любая точка пространства 3R , кроме точек, прямых 

{ , :  0,  ,  }kL x y x y k k Z= = =  , принадлежит бассейну притяжения одного из 

аттракторов, представленных на рисунке 3.2.2.  Заметим, что система (3.2.4)    

при   2a =    имеет   бесконечное   число    аналитических   решений  вида 

0, ,  (0) 2 , 0, 1, 2,x y k z z t k= = = − =    Однако, численным интегрированием, 

например, методом Рунге-Кутта с адаптированным шагом, удается 

обнаружить только решение 0, 0, (0) 2x y z z t= = = − . При численном 

интегрировании системы (3.2.4) с начальным условием (0, ,2)  вместо 

решения ( ) 0, ( ) ,  ( ) 2 2x t y t z t t= = = −  после достаточно длительного 

переходного процесса визуализируется такой же аттрактор, как и при 

численном интегрировании с начальными условиями (-0.87,2.91,-1.26). 

График переходного процесса при численном интегрировании с начальным 
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условием (0, ,2)  на промежутке [0,160 ]  представлен на рисунке 3.2.3. 

Продолжая процесс численного интегрирования, визуализируем странный 

аттрактор. 

Ниже s -D полосой будем называть совокупность из s  1-D решеток. Для 

построения системы, обладающей 2-D полосой хаотических аттракторов, 

воспользуемся приемом, предложенным в работе [78].  

Для этого заметим, что на решении системы (3.2.4) при 2a = , 

принадлежащем любому аттрактору, справедлива оценка | ( ) | 10z t  .  Поэтому 

можно выполнить  такое преобразование системы (3.2.4), которое 

одновременно сдвигает все ее аттракторы в полуплоскость { , , :  0}x y z z  , и 

генерирует их копию, симметричную относительно плоскости { , , :  0}.x y z z =   

В результате получим систему 

                      

4

8

tg ,

arctg(| 50 | 10)tg ,

2
(tg ) sign( ).

1

x y

y x z y

z y z
x

=

= − − −

 
= − 

+ 

                             (3.2.1.5) 

Фрагмент 2-D полосы аттракторов системы (3.2.1.5) представлен на  

рисунке 3.2.1.4. 

 

Рис.3.2.1.4  2-D полоса аттракторов системы (3.2.1.5) (проекция на плоскость ( , )y z ) 
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3.3 Выводы по главе 3  

В данной главе предложено использовать композицию методов, 

развитых в предыдущей главе для конструирования систем,  обладающих   n -

D решеткой  хаотических аттракторов.  

Процедура конструирования системы с  n -D решеткой хаотических 

аттракторов начинается с построения системы с угловой координатой, 

содержащей 1-D решетку хаотических аттракторов. Оценивается "размах" 

найденных аттракторов по координатным осям, после чего можно попытаться 

заменить каждую из переменных в полученной системе на некоторую 

периодическую функцию этой переменной такую, которая имеет период не 

меньше, чем размах по соответствующей координатной оси (в противном 

случае аттракторы наложатся друг на друга или сольются в один аттрактор). 

Тогда такая система будет иметь  n -D решетку идентичных аттракторов-

клонов.   

Кроме того, была построена система с 2-D полосой аттракторов без 

состояний равновесия, которая обладают скрытыми хаотическими 

аттракторами размерности "почти 3", и одновременно аналитическими 

решениями. 
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Глава 4  

Применение мегастабильных хаотических систем для обеспечения 

безопасной связи 

Одной из важных инженерных задач управления хаотическими 

системами является задача синхронизации [95], в которой необходимо 

обеспечить синхронное поведение двух взаимосвязанных хаотических систем 

с одинаковыми или разными хаотическими аттракторами: на основе 

поведения ведущей системы (drive system) необходимо так управлять 

поведением ведомой системы (response system), чтобы обеспечить их 

синхронизацию и робастность к возможному воздействию шумов и 

возмущений. Для решения задачи синхронизации хаотических систем 

традиционно применяются методы активного управления [47], адаптивного 

управления [106], синтеза законов скользящего управления [122] и другие [36, 

114]. При проектировании таких систем синхронизации в расчет необходимо 

также принимать динамические свойства каждой из хаотических систем, 

связанные с мегастабильностью и числом возможных самовозбуждающихся, 

а также скрытых аттракторов, сосуществующих в фазовом пространстве. 

В этой главе используется стратегия синхронизации, предложенная 

A.A.-H. Shoreh, N.V. Kuznetsov, T.N. Mokaev [106] и основанная на теории 

устойчивости по Ляпунову.  На основе этой стратегии в диссертации 

реализована  процедура, связанная с достижением синхронизации между 

парой идентичных мегастабильных систем, на примере динамической 

системы с 4-D решеткой скрытых хаотических аттракторов (раздел 4.2) и 

системы с 2-D полосой скрытых хаотических аттракторов (раздел 4.3). 

Хаотические системы обладают сложным динамическим поведением и 

чувствительны к начальным условиям, поэтому необходимо знать какой 

именно предельный режим (аттрактор) использовался в качестве основы для 

организации хаотической маскировки, кроме того, необходимо знать 

координаты начальной точки, принадлежащей бассейну притяжения 

некоторого аттрактора. Для данной задачи наличие мегастабильности в 
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системе и скрытых аттракторов существенно затрудняет процесс 

декодирования, что играет важную роль для инженерных приложений, 

например, в системах защищенной связи.   

Использование синхронизации в системах связи имеет 

фундаментальное значение, поскольку она заставляет системы одновременно 

производить одинаковые выходные данные и, в свою очередь, приводит к 

точному восстановлению информационных сигналов. 

В основе данной главы лежат работы [25-28]. 

 

4.1 Метод адаптивной синхронизации для общего класса 

хаотических вещественных моделей 

В работе [106] предложена схема адаптивной синхронизации, которая 

в общем виде может быть записана следующим образом: 

 ( ) ( ) ( )x F x G x A H x B= + +    (4.1.1) 

где ( )1 2( ,  ,  ,  ) ,    :  T n n n

nx x x x R F x R R=   →  – вектор нелинейной функции, 

( ) :   n n mG x R R →  – линейная матрица-функция, ( ) :    n n mH x R R →  – 

нелинейная матрица-функция, 1 2 1 2  ( ,  ,  ,  ) ,  B (B , B ,  , B )T T m

m mA A A A R=  =     – 

постоянные векторы параметров модели, которые ассоциируются с 

линейными и нелинейными членами, соответственно.  

Ряд хорошо известных хаотических систем, таких как схема Чуа, 

гиперхаотическая система Лю, обобщенная система Лоренца, имеют вид 

уравнения (4.1.1). 

Пусть ведущая и ведомая системы имеют следующую форму:  

( ) ( ) ( )x F x G x A H x B= + + ,     (4.1.2) 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ( , )y F G y A H y B x yy = + + + .      (4.1.3) 

Здесь   ,    nx y R    –   векторы   состояния,   ,  mA B R    –   постоянные   векторы  

параметры ведущей системы, ˆ ˆ,  A B  – неопределенные постоянные векторы 

параметров ведомой системы,  :   n n nR R R→  – вектор функции управления 
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ведомой системы (4.1.3). Ошибка модуляции параметров �̂�, �̂� определяются 

следующим образом: ˆ ˆ,  eA Be A A B B= − = − . Состояния ошибки могут быть 

выражены следующим образом:  

( ) ( ) ( )e t y t x t= − .      (4.1.4) 

Определение 4.1. Ведущая система (4.1.2) и ведомая система (4.1.3) 

реализуют адаптивную синхронизацию, если  

lim ( ) lim ( ) ( ) 0
t t

e t y t x t
→ →

= − = . 

Следуя идеям из [52, 89], выведем векторную функцию управления для 

достижения синхронизации между системами (4.1.2) и (4.1.3). 

Теорема 4.1. [106] Адаптивная синхронизация между ведущей 

системой (4.1.2) и ведомой системой (4.1.3) будет достигнута, если функция 

вектора управления построена в следующей форме:  

𝜃(x,y) = [𝐹(x) − 𝐹(y)]𝐴 + 𝐺(x) − 𝐺(y) + [𝐻(x) − 𝐻(y)]𝐵 − 𝐾1𝑒 − 𝐾2𝑒𝐴 − 𝐾3𝑒𝐵.  (4.1.5)  

 

Здесь 1 11 12 1   diag( ,  ,..., )nK k k k= , ( )2 21 22 2   diag ,  ,. . . , , nK k k k=

3 31 32 3   diag( ,  ,. . . , )nK k k k=  – положительно определенные вещественные 

диагональные матрицы, а обновление параметров модуляции выбираются в 

соответствии со следующими соотношениями:  

2
ˆ      ( ( ))      Т

Ae A F y e K e= =− + ,    (4.1.6) 

3
ˆ      ( ( ))      B

Тe B H y e K e= =− + .    (4.1.7) 

В данной главе описана стратегия безопасной связи, основанная на 

адаптивной синхронизации хаотических систем, сконструированных в 

предыдущих главах настоящей диссертационной работы. Схема построена 

таким образом, чтобы разделить сообщение и распределить его между двумя 

каналами, что повышает безопасность системы связи и усложняет задачу 

декодирования злоумышленником. Некоторый бит информационного сигнала 

вводится в параметры модуляции и передается по одному из двух каналов; тем 

временем другой бит вводится в состояния передатчика и передается по 
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второму каналу. На стороне приемника сообщение может быть точно 

извлечено с помощью адаптивных методов и функции декодирования. 

Предложенная схема надежна к различным масштабам аддитивного белого 

гауссовского шума (АБГШ), что будет продемонстрировано ниже. На рисунке 

4.1.1 изображена предложенная схема.  

 

 

Схема включает следующие компоненты:  

Системы передатчика и приемника: мегастабильная хаотическая 

система, которая генерирует переменные состояния ( )   nx t R  для передатчика 

и ( )   ny t R  для приемника.  

Блок разделения: информационное сообщение ( )S t  делится на два 

вектора битов 1( )S t  и 2 ( )S t , чтобы распределить его по двум каналам. 

Блок модуляции параметров: первая часть сообщения 1( )S t

непрерывной инвертируемой функцией 1  модулируется в параметры 

передатчика. 

Мегастабильный хаотический маскирующий блок: вторая часть 

сообщения 2 ( )S t  кодируется путем введения в нелинейную функцию 2 : 

  nR R R → , которая для ( )   nx t R  непрерывна и имеет ассоциированную 

непрерывную функцию 2  для ( )   nx t R :   nR R R → , такую, что 

22 2 2( ),  ( ),( ( ( ))) S  ( )tx t x t S t  = . Маскирующая функция 2  строится на основе 

Рис. 4.1.1. Хаотическая мегастабильная схема безопасной связи 
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хаотических состояний. В результате генерируется сигнал 2 ( )eS t , который 

несет часть сообщения.  

Каналы: хаотические состояния, которые содержат параметры 

модуляции и закодированную информационную часть 2 ( )eS t , передаются по 

двум каналам.  

Блок синхронизации: на стороне приемника реализован блок 

синхронизации для получения сигналов состояния хаоса и предоставления 

необходимой информации для декодирования.  

Блок адаптивных контроллеров: на стороне приемника строятся 

адаптивные контроллеры для отслеживания параметров системы передатчика. 

После синхронизации функция декодирования 𝜓1 может быть использована 

для восстановления первой части переданного сообщения 1 ( )dS t .  

Блок мегастабильного хаотического декодирования: 

маскированная информация 2 ( )eS t  декодируется функцией 

2 2 1( ),( )  S( ( ))d et yS t t= .  

Блок сбора: объединив два информационных сигнала 1 ( )dS t  и 2 ( )dS t , 

получаем полное восстановленное сообщение ( )dS t . 

 

4.2 Адаптивная синхронизация для мегастабильной системы с 4-D 

решеткой скрытых хаотических аттракторов 

В данном подразделе применим схему, изображенную рис. 4.1.1, для 

достижения адаптивной синхронизации, описанной в [106], между двумя 

идентичными хаотическими системами вида (3.1.3.4) из подраздела 3.1.3 

настоящей диссертации. Ведущая (генерирует переменные состояния ( )x t  для 

передатчика) и ведомая (генерирует переменные состояния ( )y t  для 

приемника) системы с индексами  d  и r  соответственно могут быть выражены 

следующим образом: 
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  (4.2.2) 

Здесь 1 2 3 4( , , , )T    =  – вектор-функция управления. 

Ведущая система (4.2.1) и ведомая система (4.2.2) решаются численно.  

В данном подразделе описана безопасная стратегия связи, основанная на 

адаптивной синхронизации хаотических систем (4.2.1) и (4.2.2).  

 

4.2.1 Приложение для систем защищенной коммуникации: 

однопараметрическая модуляция и хаотическая маскировка для 

маскировки обычного текста 

Первый тип сообщения ( )S t  – это обычный текст, который может 

содержать буквы алфавита, символы, цифры и пробелы. Для преобразования 

этого текста в числовой вектор используется инструмент MATLAB "double". 

Пусть 𝑆 = [𝑠1,𝑠2,..,𝑠𝑚,𝑠𝑚+1,𝑠𝑚+2,...,𝑠𝑛], согласно предложенной схеме, этот вектор 

чисел разбивается на два вектора 𝑆1 = [𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑚] и 𝑆2 = [𝑠𝑚+1,𝑠𝑚+2,...,𝑠𝑛]. 

Первый вектор 𝑆1 вводится в параметры передатчика со следующим 

параметрам функции модуляции:  

1
1 1 1({ , }, )

10
e

S
S A B S a

d
= = +    (4.2.1.1) 
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где 𝑑 = max(𝑆(𝑗)) − min(𝑆(𝑗)), 𝑗 = 1,2, … , 𝑛, 𝑎 =  1.29.  

Для второй части сообщения, 𝑆2 вставляется в хаотические состояния 

передатчика с помощью следующей функции:  

𝑆2𝑒  =  𝜑2(𝑥, 𝑆2)  =  (1 + 𝑥2)2  +  (3 +  𝑥2
2 )𝑆2   (4.2.1.2) 

Приемник может декодировать сообщение с помощью следующих функций: 

𝑆1𝑑 =  𝜓1({�̂�, �̂�}, �̂�1𝑒)  = 10(�̂�1𝑒  −  �̂�)𝑑    (4.2.1.3) 

где �̂� = 1.29. 

𝑆2𝑑  =  𝜓2(𝑦, 𝑆2𝑒) =  
𝑆2𝑒− (1+y2)2

3 + y2
2

      (4.2.1.4) 

Восстановленный информационный сигнал 𝑆𝑑 получается, если 

объединить оба вектора 𝑆1𝑑 и 𝑆2𝑑, Затем, используя инструмент MATLAB 

”char”, приемник может преобразовать этот вектор чисел обратно в текст. 

Предположим, что мы хотим передать небольшую часть текста, как показано 

на рис. 4.2.1.1. Преобразованное сообщение показано на рис. 4.2.1.2, и видно, 

что оно надежно замаскировано. Восстановленное сообщение показано на рис. 

4.2.1.3, и оно идентично оригинальному содержимому. 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2.2.1.2. Маскированный текст 

 

Рис. 4.2.1.1. Оригинальный текст 
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4.2.2 Приложение для систем защищенной коммуникации: 

однопараметрическая модуляция и хаотическая маскировка для 

изображения в градациях серого  

Теперь рассмотрим второй тип сообщения ( )S t  в виде изображения в 

градациях серого (рис. 4.2.2.1) размером 256 × 256. Это изображение (City.tiff) 

может быть преобразовано в матрицу пикселей размером 𝑚 × 𝑛 следующим 

образом:  

𝑆 = (

s11 ⋯ s1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
s𝑚1 ⋯ s𝑚𝑛

)     (4.2.2.1) 

где 𝑠(𝑘,𝑙) обозначает значение яркости изображения в диапазоне от 0 до 255 в 

пикселе в позиции (𝑘,𝑙), где 𝑘 = 1,2,...,𝑚, 𝑙 = 1,2,...,𝑛. Матрица пикселей 

преобразуется в одномерный вектор целых чисел. Пусть 𝑆 = 

 11 21 1 12 2 1 1 2, ,..., , ,..., ,..., ,..,   , ,[ ..., ]mm nn mnms ss s s s s s s s= . Последний вектор, в свою 

очередь, делится на два вектора 1 1 2 , ,...,[ ]ksS ss=  и 2 1 2 , ,... ],[ k k mnS s s s+ += . 

Первый вектор вводится в параметры передающей системы, а второй – в ее 

хаотические состояния. Для модуляции параметров, хаотической маскировки 

и декодирования используются те же функции, что и в случае с текстовым 

сообщением. Переданные и восстановленные серые изображения показаны на 

рис. 4.2.2.1 и 4.2.2.5. Гистограммы, показывающие распределение 

интенсивности для оригинального и восстановленного изображений, 

приведены на рис. 4.2.2.2 и 4.2.2.6, соответственно. На рис. 4.2.2.3 и 4.2.2.4 

Рис. 4.2.1.3. Восстановленный текст 
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показаны маскированное изображение и его гистограмма. На рис. 4.2.2.5 и 

4.2.2.6 видно, что оригинальное изображение получено точно.  

  

Рис. 4.2.2.1. Оригинальное изображение Рис. 4.2.2.2. Гистограмма оригинального 

изображения 

 

  

Рис. 4.2.2.3. Маскированное изображение Рис. 4.2.2.4. Гистограмма 

маскированного   изображения 

 

  

Рис. 4.2.2.5. Восстановленное изображение Рис. 4.2.2.6. Гистограмма 

восстановленного изображения 

 

Чтобы продемонстрировать надежность используемой стратегии 

безопасной связи для маскировки изображений, к градациям серого 

изображения добавляется аддитивный белый гауссовский шум (АБГШ) с 

различными масштабами, а для измерения качества восстановленного 

изображения используются пиковое отношение сигнал/шум (PSNR) [89, 117] 

и индекс структурного сходства изображения (SSIM) [117]. 
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Определение 4.2. [108] Аддитивный белый гауссовский шум (АБГШ) 

– это вид мешающего воздействия в канале передачи информации, 

представляющий собой стационарный случайный процесс с равномерно 

распределённой спектральной плотностью мощности, то есть одинаковой на 

всех частотах, нормально распределёнными временными значениями и 

аддитивным способом воздействия на сигнал. 

Белый шум получил свой название по аналогии со спектром белого 

света. Как хорошо известно, белый цвет получается в результате сложения 

всех других цветов видимого диапазона. Если в качестве аналогии и далее 

использовать видимый диапазон длин волн, то определённым цветом можно 

обозначить преобладание в спектре сигнала определённых компонент. Если 

наложить красный светофильтр, то мы пропустим только более длинные 

волны, или более низкие частоты. Если наложим синий фильтр – получим 

сигнал с относительно высокими частотами в спектре [37]. 

Цветовое обозначение 

частотного состава используется 

для описания так называемых 

цветных шумов. Они никак не 

привязаны к какому-либо 

конкретному частотному 

диапазону, и различаются только 

видом их спектральной 

плотностью мощности. Цветные 

шумы, в том числе и белый шум – 

это модели шумов, 

приближающие некоторые физические явления. К примеру, процессы 

генерации и рекомбинации носителей заряда в цепях постоянного тока 

приводят к так называемому фликкер-шуму, который достаточно успешно 

описывается моделью розового шума. Красный шум описывает броуновское 

движение, модель серого шума используется в психоакустике [37]. На рисунке 

Рис. 4.2.2.7.  Нормированные спектральные 

плотности мощности как функция частоты для 

различных цветов шума (фиолетовый, синий, 

розовый, красный) 

 



97 

 

      

4.2.2.7 представлена гистограмма распределения мощности сигнала по 

частотам. 

На системы беспроводной связи и цифровой обработки сигналов (ЦОС) 

воздействуют множество разнообразных широкополосных шумов, не 

связанных друг с другом, таких как тепловые колебания атомов в проводниках 

(называемые тепловыми шумами или шумом Джонсона–Найквиста), 

дробовым шумом, излучение черного тела от Земли и других теплых объектов, 

а также от небесных источников, таких как Солнце. Согласно центральной 

предельной теореме распределение их суммарного воздействия будет 

стремиться к нормальному [37]. 

Именно поэтому модель аддитивного белого гауссовского шума 

наиболее распространена в системах ЦОС и системах связи, и используется 

как модель канала передачи данных [105]. Шум в подобных системах, конечно 

же, является нежелательным явлением. 

Анализ пикового соотношения сигнал/шум 

Для анализа распределения пикселей восстановленного изображения 

по отношению к оригинальному применяется пиковое отношение сигнал/шум 

(PSNR). PSNR можно определить следующим образом [88, 118] 

𝑃𝑆𝑁𝑅(𝑆, 𝑆𝑑) = 10log10 [
(255)2

𝑀𝑆𝐸(𝑆, 𝑆𝑑)
] 

где MSE – средняя квадратическая ошибка, которая определяется следующим 

образом: 

𝑀𝑆𝐸(𝑆, 𝑆𝑑) =
1

𝑚 × 𝑛
∑ ∑(𝑠𝑑(𝑘, 𝑙) − 𝑠(𝑘, 𝑙))2

𝑛

𝑙=1

𝑚

𝑘=1

 

где   𝑆   и   𝑆𝑑   означаю    оригинальное    и    восстановленное    изображение,  

соответственно. Отметим, что высокое значение PSNR означает близкое 

сходство между восстановленным изображением и оригиналом.  

Индекс структурного сходства изображения  

Второй тест, используемый для измерения и анализа сходства между 

оригиналом и найденным изображением, – это индекс структурного сходства  

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BC%D0%BC%D0%B0
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изображения (SSIM), определяемый в следующей форме [118]: 

𝑆𝑆𝐼𝑀(𝑆, 𝑆𝑑) =
(2µ𝑆µ𝑆𝑑

+ 𝐶1)(2𝜎𝑆𝑆𝑑
+ 𝐶2)

(𝜇𝑆
2 + 𝜇𝑆𝑑

2 + 𝐶1)(𝜎𝑆
2 + 𝜎𝑆𝑑

2 + 𝐶2)
 

где 𝜇𝑆 и 𝜇𝑆𝑑 – среднее значение яркости оригинального изображения 𝑆 и 

восстановленного изображения 𝑆𝑑, соответственно; 𝜎𝑆 и 𝜎𝑆𝑑 – стандартные 

вариации 𝑆 и 𝑆𝑑, соответственно; 𝜎𝑆𝑆𝑑 – ковариация между 𝑆 и 𝑆𝑑; 𝐶1 и 𝐶2 – 

небольшие фиксированные положительные константы, чтобы знаменатель не 

был равен нулю.  Оценка SSIM всегда находится в интервале [−1,1], и самая 

сильная оценка, равная 1, реализуется, если 𝑆 = 𝑆𝑑. 

На  рис.  4.2.2.8-4.2.2.10  представлены  оригинальные  изображения  с 

различными масштабами АБГШ. Восстановленные изображения приведены 

на рис. 4.2.2.11-4.2.2.13. Результаты моделирования приведены в табл. 4.2.2.1. 

   

Рис. 4.2.2.8. Оригинальное 

изображение с АБГШ = 0.05 

 

Рис. 4.2.2.9. Оригинальное 

изображение с АБГШ = 0.3 

 

Рис. 4.2.2.10. Оригинальное 

изображение с АБГШ = 0.5 

 

   

Рис. 4.2.2.11. 

Востановленное 

изображение с АБГШ = 0.05 

Рис. 4.2.2.12. 

Восстановленное 

изображение с АБГШ = 0.3 

Рис. 4.2.2.13. 

Восстановленное 

изображение с АБГШ = 0.5 

Таблица 4.2.2.1 

Оценка PSNR и SSIM для изображения в градациях серого 

Цветное изображение PSNR SSIM 

City 99.9499999999998 0.999999999999876 

City АБГШ = 0.05 99.9999999999855 0.999999999993749 

City АБГШ = 0.3 98.1087753456345 0.999999999785304 

City АБГШ = 0.5 96.7123445452958 0.999999995675675 
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4.2.3 Приложение для систем защищенной коммуникации: схема 

маскировки цветного изображения на основе 

мультипараметрической модуляции 

В случае передачи по каналу связи сообщения 𝑆(𝑡), представляющего 

собой цветное изображение, его необходимо разложить по трем компонентам: 

красному, зеленому и синему каналам (RGB). Параметры , ,R G Bb b b  в ведущей 

системе (4.2.1) выбираются в качестве носителей сообщения для передачи 

изображения по RGB каналам с использованием уравнений модуляции, 

приведенных в виде 

 1
1 1 1({ , }, )

10
e

S
S A B S b

d
= = +     (4.2.3.1) 

где ( )1 1 , 1 , 1 ,, ,e e R e G e BS S S S= , ( )1 1, 1, 1,, ,R G BS S S S= , ( ), ,R G Bd d d d= , ( ), ,R G Bb b b b= . 

Это изображение может быть преобразовано в матрицы пикселей 

размером 𝑚 × 𝑛 следующим образом:  

11 1

1

S

n

m mn

S S

S S

 
 

=
 
 
 

     (4.2.3.2) 

где ( ), , ,, ,ij R iij j G ij BS s s s= , 𝑠(𝑘,𝑙) обозначает значение яркости компонент RGB 

изображения в пикселе  от 0 до 255 в позиции (𝑘,𝑙), где 𝑘 = 1,2,...,𝑚, 𝑙 = 1,2,...,𝑛.  

Автором был проведен ряд численных экспериментов с 

использованием среды MATLAB & Simulink, чтобы продемонстрировать 

эффективность предложенной схемы маскировки для цветных изображений. 

Исходное цветное изображение (Kitties.jpg) размером 256 ×256 показано на 

рис. 4.2.3.1, а его RGB гистограмма показана на рис. 4.2.3.4. Маскированное 

изображение представлено на рис. 4.2.3.2, а его гистограмма - на рис. 4.2.3.5. 

На рис. 4.2.3.3 проиллюстрировано восстановленное изображение и на рис. 

4.2.3.6 соответствующая ему RGB гистограмма, полученные после 

использования предложенной схемы маскировки.  
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Рис. 4.2.3.1. Оригинальное 

изображение 

Рис. 4.2.3.2. Маскированное 

изображение 

 

Рис. 4.2.3.3. Восстановленное 

изображение 

 

   

Рис. 4.2.3.4. Гистограмма 

оригинального изображения 

Рис. 4.2.3.5. Гистограмма 

маскированного 

изображения 

Рис. 4.2.3.6. Гистограмма 

восстановленного 

изображения 

 

Из рисунков 4.2.3.1-4.2.3.6 видно, что восстановленное изображение 

идентично оригинальному. 

Для проверки робастности разработанной схемы защищенной связи 

используются добавки аддитивного белого гауссовского шума (АБГШ) с 

различными значениями среднего, а для оценки производительности системы 

и качества восстановленных цветных изображений, как и в случае с 

изображениями в градациях серого, измеряются пиковое отношение 

сигнал/шум (PSNR) [117] и индекс структурного сходства изображения 

(SSIM) [118]. На рис. 4.2.3.7-4.2.3.9 представлены оригинальные изображения 

с различными масштабами АБГШ. Восстановленные изображения приведены 

на рис. 4.2.3.10-4.2.3.12. Результаты моделирования приведены в табл. 4.2.3.1. 



101 

 

      

   

Рис. 4.2.3.7. Оригинальное 

изображение с АБГШ = 0.05 

Рис. 4.2.3.8. Оригинальное 

изображение с АБГШ = 0.2 

Рис. 4.2.3.9. Оригинальное 

изображение с АБГШ = 0.5 

   

Рис. 4.2.3.10. 

Восстановленное 

изображение с АБГШ = 0.05 

Рис. 4.2.3.11. 

Востановленное 

изображение с АБГШ = 0.2 

Рис. 4.2.3.12. 

Восстановленное 

изображение с АБГШ = 0.5 

 

Таблица 4.2.3.1 

Оценка PSNR и SSIM для цветного изображения 

Цветное изображение PSNR SSIM 

Kitties 99.845627 0.999895 

Kitties АБГШ = 0.05 99.678451 0.999739 

Kitties АБГШ = 0.2 98.037849 0.999421 

Kitties АБГШ = 0.5 96.195349 0.989986 

 

4.3 Адаптивная синхронизация для мегастабильной системы с 2-D 

полосой скрытых аттракторов 

В  данном  подразделе  применим  схему  для  достижения  адаптивной 

синхронизации из [106]  между двумя идентичными хаотическими  системами  

вида (3.2.1.4) из раздела 3.2.1 настоящей диссертации. Ведущая (генерирует 

переменные состояния x(𝑡) для передатчика) и ведомая (генерирует 
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переменные состояния y(𝑡) для приемника) системы с индексами d  и r 

соответственно могут быть выражены следующим образом: 

{

𝑥�̇� = tg𝑦𝑑

𝑦�̇� = −𝑥𝑑 − arctg(|50𝑧𝑑| − 10)tg𝑦𝑑

𝑧�̇� = (tg4𝑦𝑑 −
𝑎

1+𝑥𝑑
8) sign𝑧𝑑

   (4.3.1) 

{

𝑥�̇� = tg𝑦𝑟 + 𝜃1

𝑦�̇� = −𝑥𝑟 − arctg(|50𝑧𝑟| − 10)tg𝑦𝑟 + 𝜃2

𝑧�̇� = (tg4𝑦𝑟 −
𝑎

1+𝑥𝑟
8) sign𝑧𝑟 + 𝜃3

   (4.3.2) 

Здесь 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3)𝑇 – вектор-функция управления. 

Запишем ведущую систему (4.3.1) в виде (4.3.2): 

𝑥 = (𝑥𝑑 , 𝑦𝑑 , 𝑧𝑑)𝑇 , 𝐴 = (1, 0,0)𝑇 , 𝐵 = (0,0, 𝑎)𝑇 , 

𝐹(𝑥) = (

tg𝑦𝑑

−arctg(|50𝑧𝑑| − 10)tg𝑦𝑑

tg4𝑦𝑑sign𝑧𝑑

) , 𝐺(𝑥) = (
0 0 0

−𝑥𝑑 0 0
0 0 0

) ,   𝐻(𝑥) =

(

0 0 0
0 0 0

0 0 −
sign𝑧𝑑

1+𝑥𝑑
8

)      (4.3.3) 

Аналогично можно записать ведомую систему (4.3.2) в виде (4.3.3): 

𝑦 = (𝑥𝑟 , 𝑦𝑟 , 𝑧𝑟)𝑇 , 𝐴 = (1, 0,0)𝑇 , 𝐵 = (0,0, �̂�)𝑇 ,  𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3)𝑇 , 

𝐹(𝑥) = (

tg𝑦𝑟

−arctg(|50𝑧𝑟| − 10)tg𝑦𝑟

tg4𝑦𝑟sign𝑧𝑟

) , 𝐺(𝑥) = (
0 0 0

−𝑥𝑟 0 0
0 0 0

),     

𝐻(𝑥) = (

0 0 0
0 0 0

0 0 −
sign𝑧𝑟

1+𝑥𝑟
8

)    (4.3.4) 

Векторы ошибок, соответствующие состояниям и модуляции параметров, 

выражаются следующим образом: 

𝑒 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3)𝑇        

𝑒𝐴 = (𝑒𝐴1
, 𝑒𝐴2

, 𝑒𝐴3
)

𝑇
     (4.3.5) 

𝑒𝐵 = (𝑒𝐵1
, 𝑒𝐵2

, 𝑒𝐵3
)

𝑇
       

По теореме 4.1, мы получаем следующие функции управления (4.1.5): 
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𝜃 =

(

tg𝑦𝑑 − tg𝑦𝑟 + 𝜑1

−𝑥𝑑 − arctg(|50𝑧𝑑| − 10)tg𝑦𝑑 + 𝑥𝑟 + arctg(|50𝑧𝑟| − 10)tg𝑦𝑟 + 𝜑2

(tg4𝑦𝑑 −
a

1+𝑥𝑑
8) sign𝑧𝑑 − (tg4𝑦𝑟 −

a

1+𝑥𝑟
8) sign𝑧𝑟 + 𝜑3

)(4.3.8) 

где 𝜑1 = −𝑘11𝑒1 − 𝑘21𝑒𝐴1
− 𝑘31𝑒𝐵1

, 𝜑2 = −𝑘12𝑒2 − 𝑘22𝑒𝐴2
− 𝑘32𝑒𝐵2

, 𝜑3 =

−𝑘13𝑒3 − 𝑘23𝑒𝐴3
− 𝑘33𝑒𝐵3

. 

Как показано в подразделе 3.2.1, при 2a =  система (4.3.1) не имеет 

состояний равновесия и обладает 2-D полосой скрытых хаотических 

аттракторов, представленной на рисунке 4.3.1.  Ведущая система (4.3.1) и 

ведомая система (4.3.2) с управлением (4.3.8) решаются численно. 

В данном подразделе описана безопасная стратегия связи, основанная 

на адаптивной синхронизации хаотических систем (4.3.1) и (4.3.2).  

 

4.3.1 Приложение для систем защищенной коммуникации: 

однопараметрическая модуляция и хаотическая маскировка для 

аудиосигнала 

Первый тип сообщения 𝑆(𝑡) - это аудиосигнал, который находится во 

временном интервале [0, 33]. Для преобразования этого звукового сообщения 

в вектор чисел, как и в предыдущем разделе, используется инструмент 

MATLAB "double". Пусть 𝑆 = [𝑠1,𝑠2,..,𝑠𝑚,𝑠𝑚+1,𝑠𝑚+2,...,𝑠𝑛], согласно 

предложенной схеме, этот вектор чисел, в свою очередь, разбивается на 𝑆1 = 

[𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑚] и 𝑆2 = [𝑠𝑚+1,𝑠𝑚+2,...,𝑠𝑛]. Первый вектор 𝑆1 вводится в параметры 

передатчика со следующими параметрами функции модуляции: 

S1e = 𝜑1({𝐴, 𝐵}, 𝑆1) =
𝑆1

10𝑑
+ 𝑎   (4.3.1.1) 

где 𝑑 = max(𝑆(𝑗)) − min(𝑆(𝑗)), 𝑗 = 1,2, … , 𝑛, 𝑎 =  2.  

Для второй части сообщения, 𝑆2 вставляется в хаотические состояния 

передатчика с помощью функции вида:  

𝑆2𝑒  =  𝜑2(𝑥, 𝑆2)  =  𝑥2  +  (1 +  𝑥2 )𝑆2   (4.3.1.2) 

Приемник может восстановить сообщение с помощью следующих функций: 
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𝑆1𝑑 =  𝜓1({�̂�, �̂�}, �̂�1𝑒)  = 10(�̂�1𝑒  −  �̂�)𝑑    (4.3.1.3) 

где �̂� = 2. 

𝑆2𝑑  =  𝜓2(𝑦, 𝑆2𝑒) =  
𝑆2𝑒− 𝑦2

1 + y2
      (4.3.1.4) 

Собрав оба вектора 1dS  и 2dS , мы получим весь восстановленный 

информационный сигнал dS . Приемник может преобразовать этот вектор 

чисел обратно в текст, используя инструмент MATLAB ”char”. Предположим, 

что мы хотим передать сообщение, являющееся звуковым сигналом, как 

показано на рисунке 4.3.1.1. Маскированное сообщение показано на рисунке 

4.3.1.2. Восстановленное сообщение показано на рисунке 4.3.1.3. Ошибка 

( ) ( )dS t S t−  между переданным звуковым сигналом и восстановленным 

сигналом показана на рисунке 4.3.1.4. Из рисунка 4.3.1.4 можно наблюдать, 

что исходный волновой сигнал точно восстановлен. 

  
Рис. 4.3.1.1. Исходный сигнал ( )S t  

 

Рис. 4.3.1.2. Маскированный сигнал ( )dS t  

 

  
Рис. 4.3.1.3. Восстановленный сигнал 

( )eS t  

Рис. 4.3.1.4. Ошибка ( ) ( )dS t S t−  
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4.3.2 Приложение для систем защищенной коммуникации: 

однопараметрическая модуляция и хаотическая маскировка для 

видеосигнала 

В случае, если передаваемое по каналу связи сообщение S(t), является 

видеосигналом для его маскировки используется симбиоз техник, описанных 

в подразделах 4.1.3 и 4.2.2 [25, 26].  

Вначале необходимо разделить данные на аудио и визуальную 

информацию, что происходит на 1 этапе.  

На 2 этапе отдельно производится маскировка аудио и визуальной 

информации, используя представленные ранее алгоритмы.  

На 3 этапе происходит перемежение преобразованных данных, для 

получения маскированного потока данных и затруднения декодирования 

злоумышленником.  

На 4 этапе маскированный битовый поток данных разделяется на два 

потока, которые представляют собой четные и нечетные биты этого потока 

данных.  

На 5 этапе происходит модуляция маскированного битового потока 1 в 

модуляторе 1, и маскированного битового потока 2 в модуляторе 2.  

На 6 этапе преобразованные данные синхронно передаются на двум 

различным каналам связи, что так же затрудняет декодирование данных 

злоумышленником.  

На 7 этапе происходит прием и демодуляция маскированных данных.  

На 8 этапе данные с выхода демодуляторов 1 и 2 поступают на вход 

демультиплексора в котором восстанавливается исходный маскированный 

поток.  

На 9 этапе поток данных поступает на вход деперемежителя в котором 

производиться восстановление исходного порядка маскированных данных.  

На 10 этапе маскированная аудио и визуальная информация поступает 

на дешифратор, с выхода которого информация в открытой форме поступает 

на вход мультиплексора.  
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На 11 этапе в мультиплексоре производится сборка данных в формате 

видео, после чего поступает получателю информации, как показано на рисунке 

4.3.2.1.  

В результате получается видео файл, аналогичный оригинальному. 

Предложенная схема надежна к различным масштабам аддитивного белого 

гауссовского шума. 
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Рис. 4.3.2.1. Схема маскировки видеосигнала 

  

4.4 Выводы по главе 4  

В этой главе была предложена схема, обеспечивающая безопасную 

связь на основе адаптивной синхронизации [106] между парой идентичных 

мегастабильных систем со скрытыми хаотическими аттракторами. 

Предложенная схема позволяет надежно маскировать от попыток 

несанкционированного доступа со стороны злоумышленника различные типы 

сообщений, такие как: текст, изображение (в градациях серого, цветное), 

аудиосигнал и видеосигнал. Схема робастна к воздействию шумов, что было 

продемонстрировано на примере моделирования канала связи с добавлением 

аддитивного белого гауссовского шума с различными значениями среднего. 

Вышеописанная модель реализована автором в виде комплекса проблемно-

ориентированных программ для проведения вычислительного эксперимента 

[26, 27] с использованием среды MATLAB & Simulink. 
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Заключение 

Получен ряд новых результатов, краткое содержание которых 

излагается ниже. 

1. Предложен метод конструирования однопараметрических систем-

хамелеонов в форме Лурье, то есть систем, которые обладают 

самовозбуждающимися или скрытыми аттракторами в зависимости от 

значений, принимаемых параметром. Приведены примеры 

сконструированных систем-хамелеонов. 

2. Разработан метод конструирования n -мерных мегастабильных 

хаотических систем, обладающих 1-D решеткой аттракторов 

(самовозбуждающихся или скрытых) на основе систем в форме Лурье, 

заключающийся в замене нелинейности на периодическую функцию. 

Такой подход, по сути дела, является преобразованием исходной 

системы в систему с угловой координатой.  Продемонстрирована 

возможность построения мегастабильных систем с 1-D решеткой 

аттракторов, основываясь на многочисленных известных результах для 

ситем в форме Лурье с одной нелинейностью. 

3. Предложен   метод  конструирования n -мерных мегастабильных 

хаотических систем, обладающих (n -1)-D решеткой аттракторов на 

основе систем в форме Лурье. Предложенный метод  использует 

возможность преобразования  системы в форме Лурье в систему 

каскадного типа, которая является смещаемой по переменным (offset 

boostable). При помощи замены некоторых переменных в такой 

системе на периодические функции этих переменных строятся системы 

с многомерной решеткой хаотических аттракторов-клонов. 

4. С использованием синтеза подходов, предложенных во второй главе 

диссертации разработан метод конструирования n-мерных 

мегастабильных  систем, обладающих n-D решеткой хаотических 

аттракторов.  В  диссертации  впервые  построена  система  четвертого  

порядка с 4-D решеткой хаотических аттракторов. 
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5. Разработан метод генерирования систем без состояний равновесия, 

содержащих 2-D полосу скрытых хаотических аттракторов 

размерности "почти 3", и обладающих аналитическими решениями на 

основе операции удвоения аттракторов (attractor doubling operation), 

предложенной C. Li. 

6. Разработан и реализован в виде комплекса программ в пакете 

вычислений MATLAB алгоритм преобразования информации, 

передаваемой по каналам связи, на основе сконструированных в 

диссертации мегастабильных систем, обладающих хаотическими 

аттракторами, с помощью которого маскируются такие виды 

информации как текст, изображение в градациях серого, цветное 

изображение, аудиоинформациия и видеоинформация. 
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Приложение А.  

Программа для шифрования информации с использованием мегастабильной 

системы с 4-D решеткой хаотических аттракторов 
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Приложение Б. 

Программа для шифрования информации с использованием  

мегастабильной системы с 2-D полосой скрытых аттракторов 

 


