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Введение 
 

Актуальность темы исследования. Внезапные и непредсказуемые 

разрушения конструкций, в большинстве случаев, происходят хрупким образом, в 

этом случае, как правило, происходит зарождение трещины и ее последующее 

распространение. Один из основных терминов механики разрушения – 

«трещиностойкость». Он имеет широкий смысл, который охватывает способность 

конструкций сопротивляться развитию трещин при статическом, циклическом и 

динамическом нагружении. Трещиностойкость играет значимую роль для 

конструкционной прочности материала, поэтому ее изучение в настоящее время – 

важная задача. 

В разных сферах производства сегодня всё более востребованными 

становятся композиционные материалы, поэтому важной задачей становится 

исследование их прочности в разных режимах нагружения. В настоящем 

исследовании внимание уделяется слоистым композитам, где из-за неравномерной 

структуры существует риск разрушения или образования трещин в местах 

соединения слоев. Поскольку адгезионные слои значительно тоньше, чем 

материалы, которые они соединяют, разрушение адгезивов обычно представляется 

как движение математического разреза, т.е. слоя нулевой толщины. 

Классификация трещин сводится к трём ключевым видам нагружений и 

включает в себя: нагружение по моде I (нормальный отрыв); нагружение по моде 

II (поперечный сдвиг) и нагружение по моде III (продольный сдвиг). На 

сегодняшний день существует большое количество методов стандартных 

испытаний образцов для определения механических свойств материалов, 

отвечающих за трещиностойкость. Также проводятся испытания для отдельных 

этапов жизненного цикла трещины: её зарождение, распространение и остановка 

движущейся трещины. Очевидно, что натурные конструкции и их отдельные 

элементы не всегда подвержены простым видам нагружения, поэтому актуальность 

темы исследования также связана с изучением процесса разрушения адгезионных 

слоев композитов при смешанных режимах нагружения. 
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В данной работе при изучении нагружения образцов используются 

численные методы математического моделирования. Среди численных методов 

метод конечных элементов (МКЭ) выделяется своей исключительной 

применимостью в программной реализации. В настоящее время МКЭ широко 

используется на глобальном уровне как неотъемлемая составляющая процесса 

проектирования разнообразных объектов, включая транспортные средства, судна, 

воздушные суда, атомные и гидроэлектростанции, тепловые магистрали и многое 

другое. Различное программное обеспечение «Штуцер-МКЭ», «CAE Fidesys», 

«Логос», «Зенит-95», «Flow Simulation», «Abaqus», «MSC Nastran», «Ansys» и 

аналогичные инструменты являются полезными в решении как практических, так 

и теоретических проблем механики. Таким образом, изучение процессов 

нагружения и разрушения образцов с помощью известных пакетов прикладных 

программ на современном уровне является важной частью данной работы. 

Объектом исследования являются стандартные образцы для определения 

характеристик трещиностойкости адгезионных слоев композитов в различных 

схемах нагружения (по моде I, по моде II, по смешанным модам I+II), в том числе 

критических. 

Предметом исследования являются характеристики напряженно-

деформированного состояния адгезива слоистого композита при конечно-

элементном решении и критерии трещиностойкости адгезива. 

Целью диссертационной работы является разработка критерия разрушения 

трещиноподобных дефектов адгезионных слоев при смешанной (I+II) моде 

нагружения. 

В рамках диссертационного исследования ставятся следующие задачи: 

 

1. Вычисление характеристики трещиностойкости типа J-интеграла для 

разных мод нагружений (I, II, I+II) при конечно-элементном решении в 

зависимости от модели трещиноподобного дефекта, определение ее 

аддитивных составляющих и их взаимосвязи в состоянии разрушения; 



5 

2. Разработка и верификация критерия разрушения трещиноподобных 

дефектов адгезионных слоев при смешанной (I+II) моде нагружения. 

 

Научная новизна исследования состоит во введении и учете аддитивных 

составляющих J-интеграла на разрушение повреждённого адгезионного слоя. 

Теоретическая значимость работы состоит в разработке методов 

нахождения характеристик трещиностойкости при конечно-элементном решении 

задач нагружения и критерия разрушения трещиноподобных дефектов 

адгезионных слоев при смешанной (I+II) моде нагружения. 

Данная работа имеет практическую ценность для многих 

машиностроительных индустрий, где широко применяются программные 

комплексы, такие как ANSYS, Abaqus, MSC Nastran и другие. В данной работе при 

изучении нагружения образцов отдельное место занимает решение на основе 

определения напряженно-деформированного состояния в ANSYS. Таким образом, 

результаты исследований могут быть внедрены в процессы проектирования. 

Разработанный критерий разрушения адгезионных слоев при смешанных 

(I+II) режимах нагружения позволит дать оценку прочности натурных конструкций 

и их отдельных элементов, т.к. чаще всего они подвержены сложным видам 

нагружения, лучше понимать процесс роста трещиноподнобных дефектов при 

смешанных режимах нагружения. Критерии, используемые в настоящее время, 

ориентированы на простые типы нагрузок, либо опираются на эмпирические 

данные, полученные при проведении испытаний. 

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. 

Данное диссертационное исследование раскрывает результаты, 

соотнесенные со следующими пунктами направлений исследований 

специальности 1.1.8 «Механика деформируемого твердого тела»: 

 

– Законы деформирования, повреждения и разрушения материалов, в том числе 

природных, искусственных и вновь создаваемых (пункт 1); 
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– Механика композиционных материалов и конструкций, механика 

интеллектуальных материалов (пункт 4); 

 

– Прочность при сложных режимах нагружения. Теория накопления 

повреждений. Механика разрушения твердых тел (пункт 10); 

 

– Математическое моделирование поведения дискретных и континуальных 

деформируемых сред при механических, тепловых, электромагнитных, 

химических, гравитационных, радиационных и прочих воздействиях (пункт 

11); 

 

– Вычислительная механика деформируемого твердого тела (пункт 12). 

 

Положения, выносимые на защиту: 

 

1. Метод нахождения характеристика типа J-интеграл трещиноподобных 

дефектов при конечно-элементном решении задач нагружения. 

 

2. Критерий разрушения трещиноподобных дефектов адгезионных слоев при 

смешанной (I+II) моде нагружения. 

 

Подтверждение достоверности и обоснованности предлагаемых к 

защите положений, выводов и рекомендаций осуществляется путем: 

1. Оценивания соответствия модельных представлений действительным 

физико-механическим закономерностям деформирования образцов под нагрузкой; 

2. Сравнения полученных расчетных данных о напряженно-

деформированном состоянии и характеристик трещиностойкости с уже 

имеющимися численными, аналитическими решениями и результатами 

экспериментальных исследований; 

3. Применения апробированного математического аппарата и инструментов. 
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Основные выводы и результаты диссертационной работы были 

апробированы на следующих конференциях: Международная научная 

конференция «Актуальные проблемы прикладной математики, информатики и 

механики» (г. Воронеж, 2022 г.); XVIII Региональная магистерская научная 

конференция (г. Тула, 2023 г.); Всероссийская конференция молодых ученых-

механиков (г. Сочи, 2023 г.); XXXII Всероссийской конференции «Математическое 

моделирование в естественных науках» (г. Пермь, 2023 г.); XXXIII Всероссийской 

конференции «Математическое моделирование в естественных науках» (г. Пермь 

2024 г.). Диссертация в целом докладывалась и обсуждалась на научных 

конференциях кафедры «Вычислительная механика и математика» Тульского 

государственного университета (руководитель: д-р ф.-м. наук, профессор Глаголев 

В.В.) в 2024, 2025, 2026 гг. На научном семинаре имени Л.А. Толоконникова 

(руководитель семинара: д-р ф.-м. наук, профессор Маркин А.А.) в 2026 г. 

Работа выполнялась при частичной финансовой поддержке Российского 

научного фонда (проекты № 22-71-00003 и № 23-21-00017). 

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 15 печатных работах, 

из которых 3 статьи из перечня ВАК с индексацией 2 статьей в базах данных Web 

of Science или Scopus, 3 статей в базах данных Web of Science и Scopus, 1 статьи в 

базе данных Scopus, 1 статьи в базе данных RSCI и 7 статей в прочих изданиях. 

Благодарности. Автор выражает благодарность научному руководителю 

доктору физико-математических наук В. В. Глаголеву за постановки задач и 

поддержку работы. 

Личный вклад автора. Статьи [136, 137, 139] написаны автором 

самостоятельно. Постановка задач, разработка методов их решения, а также 

подготовка к публикации полученных результатов в работах [119, 133–135, 138, 

140, 145–148, 157, 158] диссертантом проводилась совместно с соавторами. 

Разработка методов расчета характеристики трещиностойкости типа J-интеграл в 

трещиноподобных дефектах при конечно-элементных решениях, исследование 

влияния аддитивных слагаемых J-интеграла на процесс роста трещиноподнобных 

дефектов при модах нагружения I, II, I+II, разработка алгоритма расчета 
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характеристики трещиностойкости типа J-интеграл и его аддитивных слагаемых с 

помощью стандартных конечных элементов в программном комплексе ANSYS, 

численное решение задач, анализ и систематизация полученных результатов 

исследований, формулировка основных научных положений и выводов выполнено 

автором диссертации самостоятельно. 

Диссертационная работа включает в себя введение, 4 главы, заключение и 

список литературы. Общий объем диссертации составляет 112 страниц, включая 27 

рисунков, 27 таблиц. Список литературы включает 175 наименований на 13 

страницах. 
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Глава 1  

Аналитический обзор и постановка задач исследования 

 

Внезапные и непредсказуемые разрушения конструкций, в большинстве 

случаев, происходят хрупким образом. В этом случае происходит зарождение 

трещины и ее последующее распространение без образования зон пластического 

деформирования. Механика квазихрупкого разрушения изучает вопросы, 

связанные с развитием трещин при отсутствии или незначительной области 

пластического деформирования. 

Термин «механика разрушения» возник относительно недавно и 

употребляется в двояком смысле. В более узком смысле считается, что механика 

разрушения изучает процессы распространения трещин. В более широком смысле, 

механика разрушения включает в себя часть науки о сопротивлении материалов, 

которая рассматривает конечную стадию процесса деформирования. Таким 

образом, вопросы прочности различных конструкций охватывается областью 

изучения механики разрушения. 

Один из основных терминов механики квазихрупкого разрушения – 

«трещиностойкость». Он имеет широкий смысл, который охватывает способность 

конструкций сопротивляться развитию трещин при статическом, циклическом и 

динамическом нагружении. Трещиностойкость играет значимую роль для 

конструкционной прочности материала, поэтому ее изучение в настоящее время – 

актуальная задача. 

На сегодняшний день существует большое количество методов стандартных 

испытаний образцов для определения механических свойств материалов, 

отвечающих за трещиностойкость. Также проводятся испытания для отдельных 

этапов жизненного цикла трещины: её зарождение, распространение и остановка 

движущейся трещины. 

Ш. Кулон, А. Сен-Венан и О. Мор положили начало теории предельного 

равновесия, А. Гриффитс в своей работе [1] заложил основы теории хрупкого 

разрушения. 
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Одна из важнейших концепций механики разрушения – концепция хрупкого 

разрушения Гриффитса. Большая часть существующих исследований разрушения 

опираются именно на нее. Однако, в последнее время появилось мнение, что 

разрушение большинства материалов подчиняется более сложным законам, а 

истинной хрупкостью, согласно исследованиям Н. Петча [2], обладают лишь алмаз, 

кварц и каменная соль при очень низких температурах. 

Особое значение приобрела концепция Е. Орована [3]: он сумел обобщить 

теорию Гриффитса таким образом, чтобы исследовать поведение металлических 

материалов с ее помощью. Е. Орован определил, что деформации пластического 

характера незначительны в случае квазихрупкого растрескивания. При этом 

затраты энергии на образование новых материальных поверхностей трещины 

связаны с работой пластической деформации в тонкой области у границ трещины. 

Активное изучение процесса разрушения началось в 40-е годы прошлого 

столетия, когда начали принимать во внимание то, что этот процесс может 

занимать значительный период времени, а не происходит мгновенно, как считалось 

раньше. До этого времени ученые считали, что в теле всегда имеются начальные 

трещины, что в большинстве случаев действительно так. В предположении 

мгновенного процесса разрушения при выводе критериев прочности получились 

соотношения, совпадающие с обычными критериями прочности при нулевых 

размерах начальных трещин. Это ограничивало возможность проведения 

исследований процесса разрушения. При рассмотрении разрушения как процесса, 

протекающего во времени, стало возможно использовать характеристики 

прочности, зависящие от структурных параметров. Это позволило использовать 

известные теории прочности после введения в них дополнительных параметров [4, 

5]. 

В настоящее время процесс разрушения стал предметом пристального 

изучения. Большое значение имеет проблема нахождения условия локального 

разрушения в исследуемой точке контура трещины. Ученым удалось получить 

условие локального разрушения [6–8], заключающееся в том, что коэффициент 

интенсивности напряжений в выражении, описывающем локальное поле упругих 
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напряжений у вершины трещины, в момент начала роста трещины равен некоторой 

постоянной материала. Поскольку этот коэффициент является функцией геометрии 

тела, длины трещины, внешних нагрузок, которая определяется из решения 

упругой задачи в целом, то это условие может служить условием распространения 

трещины. 

Дальнейшее развитие методики для описания процесса распространения 

трещин освещено в работах Дж. Р. Райса и Г. П. Черепанова [9, 10]. 

А. Е. Андрейкив [11] обобщил критерии Гриффитса – Орована – Ирвина на 

случай, когда задача для тел с трещинами решается в трехмерной постановке. Это 

оказало существенное влияние на построение общей теории разрушения твердых 

тел. 

Новый подход к проблеме хрупкого разрушения был предложен В.В. 

Новожиловым [12, 13]: он предложил рассматривать тела с трещинами как 

нетривиальные формы равновесия упругих тел с физически нелинейными 

характеристиками, что позволило определять причины образования трещин. 

При трещинообразовании в пластичных средах в рамках плоского 

напряженного состояния возможно применение модели Леонова – Панасюка – 

Дагдейла, описанной в работах [14, 15]. В рамках данной модели зона пластических 

деформаций заменяется щелью, а решение задачи сводится к определению 

упругого деформированного состояния плоскости с такой щелью, на границах 

которой заданы нормальные напряжения, соответствующие пределу текучести 

материала. Результаты, полученные при применении данной модели, согласуются 

с экспериментальными данными [16]. 

В действительности для случая плоской деформации пластическая область 

не вытянута вдоль направления трещины, а распространяется в стороны от нее [17, 

18]. 

Отметим модель когезионной трещины [19–25]. В этом случае к берегам 

трещины приложена когезионная нагрузка (силы сцепления), притягивающая 

берега друг к другу. При постоянном значении сил сцепления данная модель 

эквивалентна модели Леонова – Панасюка – Дагдейла. 
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Изучение процесса разрушения приобретает все большую комплексность. 

Сегодня ученые из различных дисциплин объединяют свои усилия для анализа 

этого процесса. 

Ученые-геологи проводят исследования, направленные на изучение трещин 

в горных массивах и их воздействие на строение земной коры. Характеристики 

трещин, такие как тип, частота, ориентация и форма, играют ключевую роль в 

определении физико-механических свойств горных пород [26], что в свою очередь 

влияет на прочность горных массивов и эффективность разработки 

месторождений. Иногда трещины могут принести пользу при разведке 

месторождений, но чаще всего они ведут к негативным последствиям для 

горнодобывающей промышленности. К таким последствиям относятся горные 

удары, смещение горных масс, оползни и другие подобные явления [27]. Трещины 

выступают в роли путей миграции для движения подземных вод, газа и нефти, а 

также служат объектами для изучения тектонических разломов, складчатых 

образований и зон напряжений [28]. 

В области материаловедения и строительной механики трещины 

рассматриваются как явление, требующее комплексного анализа. Его целью 

является выявление факторов, способствующих образованию трещин, таких как 

температурные поля [29], циклические нагрузки [30] и химическое воздействие 

(коррозия) [31]. Для исследования трещин в строительных конструкциях 

применяются разнообразные методы, среди которых ультразвуковой, 

магнитопорошковый и капиллярный [32]. 

Развитие трещин в тканях организма представляет собой серьезную 

проблему в областях медицины и биомеханики, поскольку нарушает их 

нормальное функционирование. Разработка предиктивных моделей, позволяющих 

прогнозировать появление трещин в костных тканях [33] и зубной эмали [34], а 

также снижать риск их распространения, имеет первостепенное значение для 

поддержания здоровья. 

Разновидности трещин весьма многообразны, и их изучение ведется на 

различных масштабных уровнях. На микроскопическом уровне разрушение 
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кристаллической структуры начинается с субмикроскопических трещин, 

возникающих из-за расхождения атомов на расстояние, где межмолекулярные 

силы становятся незначительными. В то же время, в геологических образованиях, 

таких как скальные породы, трещины могут достигать сантиметровых размеров. 

Распространение трещин в первом случае тесно связано с атомной структурой в 

вершине трещины. В отличие от сплошных сред, в такой постановке речь идет о 

дискретной кристаллической решетке. Исследование таких трещин и их 

взаимодействия с другими дефектами кристаллической структуры входит в сферу 

физики твердого тела. 

Для учета динамики взаимодействия частиц в конденсированных системах 

ученые пользуются методами молекулярной динамики [35–36]. Сегодня 

вычислительные мощности позволяют моделировать поведение молекулярных 

систем, включающих миллионы частиц, каждая из которых обладает множеством 

свойств. Компьютерные технологии и графические инструменты анализа 

непрерывно совершенствуются, что ведет к повышению точности и эффективности 

методов молекулярно-динамического моделирования. 

Данное исследование посвящено изучению макроскопических трещин с 

позиции механики сплошных сред. В центре внимания находится анализ 

напряженно-деформированного состояния, которое возникает в зоне вершины 

трещины. Трещины принято классифицировать на основе трех основных типов 

(мод) нагружения: нормальный отрыв, поперечный сдвиг и продольный сдвиг, что 

показано на рис. 1.1. Дефект в виде трещины превосходит по масштабам 

наибольший структурный элемент, каждый из которых, содержит достаточное 

число кристаллических структур для идентичности свойств, относительно любых 

других элементов аналогичного размера в материале. 
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Рис. 1.1. Основные моды (типы) раскрытия трещин: 

а – мода I (нормальный отрыв); б – мода II (поперечный сдвиг); в – мода III 

(продольный сдвиг). 
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На сегодняшний день преобладают частные теории, действующие в 

конкретных рамках материалов и условий. Вместе с тем, растущие требования к 

качеству и долговечности изделий побуждают к дальнейшим исследованиям в 

области прочности и процессов разрушения. 

Среди множества научных трудов, посвященных теоретическому изучению 

формирования и распространения трещин, особое внимание заслуживают работы 

[2, 37–42], внесшие значительный вклад в фундаментальное понимание данной 

проблемы. 

Автор работы [38] предоставляет исчерпывающий анализ хрупкого 

разрушения, охватывающий как теоретические основы, так и практические 

примеры решения задач. В работе [37] авторы углубляются в тему растрескивания, 

исследуя его проявления в рамках упругопластических и вязкоупругих 

деформаций. 

В работе [39] разработана методика для расчета коэффициента 

интенсивности деформаций и приведена формулу для его выражения. Этот 

показатель особенно важен в ситуациях, где под действием нагрузки вблизи 

трещины наблюдаются значительные локальные пластические деформации. 

Работа [40] посвящена исследованию разрушения с точки зрения физики 

прочности. Автор проводит детальное сравнение теоретических моделей с 

результатами экспериментов, предоставляя читателю комплексное понимание 

процессов разрушения. 

В работе [41] автор детально исследовал критерии, определяющие 

наступление разрушения, предложил метод исследования разрушения в хрупких 

материалах при сложном нагружении. В его работе особое внимание уделено 

факторам, способствующим накапливанию повреждений при квазихрупком 

разрушении, а также тем факторам, которые приводят к постепенному снижению 

прочностных свойств конструкции. Эти факторы проявляются в образовании 

разнообразных дефектов, пор и микротрещин, что в конечном итоге приводит к 

уменьшению целостности материала. Для количественной оценки степени 

повреждения автор предложил использовать функцию сплошности, 
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характеризующую сохранившийся объем исходного материала. В качестве 

альтернативы, другой исследователь предложил использовать функцию 

поврежденности [42], которая, напротив, показывает степень поврежденности 

материала. 

В работах [43, 44] авторы внесли вклад в теорию повреждений, интегрировав 

модель Одквиста для описания мгновенных пластических деформаций в 

кинетическом уравнении поврежденности. 

В области прикладных исследований значительное внимание уделяется 

анализу конструкций в реальных эксплуатационных условиях. Например, для 

плоских образцов авторы статьи [45] разработали метод предсказания эволюции 

усталостных трещин. Исследование коэффициента чувствительности материалов к 

повреждениям от надреза предложено в работе [46]. 

В ряде исследований вместо реальных конструкций предлагаются расчетные 

схемы, которые часто существенно отступают от реальности. Обычно речь идет о 

схематических представлениях полубесконечных или бесконечных пластин с 

различными разрезами. 

В работе [47] авторы исследуют поведение тонкой бесконечной пластины, 

содержащей крестообразную трещину. Пластина подвергается растяжению, 

действующем перпендикулярно оси трещины. Метод делительных сеток применен 

для численного моделирования распределения пластических деформаций в зоне 

вершины трещины при различных уровнях нагружения в работе [48]. Данный 

подход, благодаря своей способности моделировать локализованные пластические 

деформации, особенно эффективен для анализа тонкостенных конструкций. 

Активно ведутся исследования пространственных проблем теории 

трещинообразования в рамках теории упругости. Успешно решены задачи для 

различных типов трещин: дискообразных, плоских параболических и центральных 

сквозных [49–54]. Исследователи также обратили внимание на изучение систем 

трещин в упругой постановке [55]. 

Практическое значение имеет выявление напряженного состояния в 

конструкциях, имеющих поверхностные трещины. Решение таких задач с точки 
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зрения математики сложны, поэтому эти решения, как правило, являются 

приближенными и получены численными методами. Например, в работе [56], 

опираясь на численное решение [57], продемонстрированы формулы для расчета 

коэффициента интенсивности напряжений при растяжении и изгибе пластины с 

поверхностной трещиной, имеющей полукруглую форму. 

Экспериментальные исследования, представленные в работах [58–60], 

оказывают существенное влияние на развитие расчетно-теоретических моделей 

разрушения. 

В исследовании [58] изучались процессы образования и развития трещин. 

Испытуемые образцы подвергались изгибу, приводящему к возникновению и 

последующему распространению трещин. 

В своей работе [59] авторы исследовали, как анизотропия стали сказывается 

на параметрах линейной механики разрушения и способности материала 

противостоять образованию трещин в образцах, ориентированных по-разному 

относительно направления прокатки. 

Работа [60] представляет собой эксперимент, посвященный исследованию 

разрушения цилиндрических труб с трещинами, вызванными действием 

внутреннего давления. 

Большинство экспериментов выполняются с учетом конкретных 

эксплуатационных условий или с применением материалов, имеющих 

ограниченную область использования. Например, в работе [61] проанализирована 

скорость роста трещин в литой жаростойкой стали при условии ползучести. 

Следовательно, результаты многих исследований применимы, как правило, только 

для конкретных условий. 

Анализ существующих исследований, посвященных образованию и 

распространению трещин в различных материалах, показывает, что единой теории, 

объясняющей все этапы разрушения, пока нет. Несмотря на это, созданы модели и 

получены аналитические формулы, которые позволяют изучать отдельные аспекты 

и особенности разрушения. Исследование конструкций, изготовленных из 
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материалов, обладающих пластическими свойствами, часто сводятся к выявлению 

тех областей, где материал деформируется пластически. 

Пока число решенных задач ограничено. Основное внимание в проводимых 

исследованиях уделяется развитию математических инструментов, необходимых 

для решения поставленных задач. Важно отметить, что существующие решения, 

как правило, получены с рядом допущений и применимы в узких рамках, 

связанных с условиями эксплуатации конструкции и свойствами используемого 

материала. 

 

1.1. Характеристика трещиностойкости – J-интеграл 
 

Разрушение твердых тел чаще всего наступает вследствие образования и 

распространения трещин. Понимание процессов разрушения и определение 

напряженно-деформированного состояния (НДС) позволяет анализировать 

прочностные свойства твердых тел. Принципиальной моделью трещиноподобного 

дефекта является математический разрез – слой нулевой толщины. 

В рамках линейной упругости, присутствие слоя нулевой толщины 

характеризуется сингулярностью поля напряжений вблизи окончания дефекта, что 

приводит к появлению асимптотических зависимостей [62, 63], эти зависимости 

пропорциональны коэффициентам интенсивности напряжений (КИН) [64, 65], 

которые определяют предельные условия разрушения. Эти предельные значения 

служат основой для силового [66] и энергетического [1, 67] критериев прочности. 

Энергетический критерий, в свою очередь, можно представить в виде J-интеграла 

(1.1) (инвариантного контурного интеграла, соединяющего берега 

трещиноподобного дефекта, не подвергающихся воздействию внешних сил) [68–

70], см. рис. 1.2. 
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Рис. 1.2. Контур интегрирования J-интеграла 
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деформирования единицы объема; σ  – вектор напряжений, направленный по 

нормали к контуру S; u  – вектор перемещений в направлении оси х1. 

J-интеграл широко используется в качестве параметра механики разрушения 

для материалов обладающими как линейными, так и нелинейными механическими 

свойствами. Он связан с выделением энергии, при продвижении трещины, и 

является мерой интенсивности деформации в надрезе или вершине трещины, 

особенно для нелинейных материалов. Если материал обладает линейными 

свойствами, его можно связать с коэффициентами интенсивности напряжений. Из-

за важности J-интеграла в оценке трещиноподобных дефектов его точная 

численная оценка важна для практического применения механики разрушения в 

расчетах проектирования. Программный комплекс ANSYS предоставляет 

процедуру для оценки J-интеграла, основанную на методах виртуального 

продвижения трещины [71, 72]. 

Опираясь на разработанные теоретические модели экспериментальная 

механика разрушения [73] исследует предельные показатели прочности к 
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трещинообразованию, как однородных [74, 75], так и композитных тел [76–78]. 

Вычисление КИН осуществляется с помощью аналитических и численных 

подходов [79–81]. 

Одним из современных методов определения НДС служит метод конечных 

элементов (МКЭ) [82, 83]. При этом процесс разрушения моделируется путем 

последовательного удаления конечных элементов [84, 85], образующих дефект в 

виде трещины, которая представляется в виде физического разреза с заданной 

толщиной. В рамках вариационной постановки задачи, применяемой в МКЭ, и 

применительно к «ослабленной» постановке [86], решения с использованием МКЭ 

выявляют векторы напряжений на свободных границах. Это явление характерно 

для зон с концентраторами напряжений, например, в угловых точках физического 

разреза. 

Энергетический критерий Гриффитса является ключевым в определении 

критических характеристик, независимо от формы дефектов и рассматриваемом 

масштабном уровне задачи. Это продемонстрированно в исследовании [67], где 

были применены молекулярно-динамические методы и рассмотрено нагружение 

образца с дефектом по моде I. Аналогичные результаты были получены при 

исследовании модели связей Прандтля [87, 88], где начальная длина служит 

определяющим фактором масштаба трещиноподобного дефекта. 

Исследована корреляция между эталонным значением J-интеграла и 

энергией, затрачиваемой на разгрузку области вершины физического разреза при 

стремлении толщины физического разреза к нулю, использован принцип конечной 

разгрузки [85] при исключении тупикового элемента. 
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1.2. Существующие критерии роста трещин 
 

В процессе анализа разрушения и поиска критерия, определяющего его, 

основополагающим является модель трещиноподобного дефекта. Модель трещины 

Гриффитса [1] служит абстрактным воплощением такого дефекта в виде слоя 

нулевой толщины. В рамках линейно упругой модели, точка окончания трещины 

выступает источником сингулярности напряжений [89]. Именно этот факт 

послужил основой для формулировки энергетического критерия разрушения 

Гриффитсом, согласно которому разрушение материала наступает при достижении 

критического значения удельной (к единице поверхности) энергии, поступающей 

в вершину трещины: CG G . В последующих исследованиях [69, 90–92] была 

установлена зависимость между инвариантным J-интегралом и удельным 

энергетическим потоком в вершине трещины, выраженная в виде G J . 

Вблизи вершины трещины в случае комбинированного воздействия мод I+II, 

где поле напряжений стремится к асимптотическому виду, связь между потоком 

удельной энергии G  и КИН 
2 2 2

I II
K K K   [93] принимает следующий вид: 

 

2II II II

I I I

α
k k k

k
k k

k k k

K
J G G J

E

  

  

      , (1.2) 

где α 1  для плоского напряженного состояния; 
2α 1 ν   для состояния плоской 

деформации; E – модуль упругости тела; ν  – коэффициент Пуассона; IK  – КИН для 

нагружения по моде I; IIK  – КИН для нагружения по моде II. 

В изотропных и однородных структурах, где трещины могут стабильно 

развиваться только под действием нагрузки моды I, постоянство СG  из формулы 

(1.2) приводит к важному следствию: I I IICG G G   или 
2 2 2

I I IIC
K K K  . Здесь индекс 

«*C» указывает на критическое значение типа нагружения * = I, II, I+II. 

Для ортотропных материалов формула критерия Гриффитса, как указано в 

[94], принимает вид: 
2 2 2

I I II
η

C
K K K  , где η  связано с механическими свойствами 

материала, такие как прочность на сдвиг и растяжение. 
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В исследовании [95] предлагается следующий критерий разрушения для 

смешанной моды нагружения: 

 

2

I II

2

I II 1
C C

K K

K K

   
    

   
, (1.3) 

В статье [96] критерий (1.3) обобщен для случая нелинейных моделей 

материалов. Определение напряженного состояния в конструкциях с трещинами, 

может быть найдено основываясь на подходах, рассмотренных в работах [97–100]. 

В слоистых композитах, наличие дефекта в адгезионном слое можно 

представить, как слой нулевой толщины с сингулярной особенностью поля 

напряжений. Механические свойства адгезиннных материалов по сравнению с 

несущими материалами имеют существенно меньшие значения, что дает 

возможность изучения не только разрушения по нормальному разрыву [101], но и 

поперечного сдвига [78]. Важно отметить, что критические значения потоков 

энергии ICG  и IICG  могут значительно различаться [78]. Таблица 1.1 содержит 

значения модуля упругости( E) и коэффициента Пуассона ( ν) адгезивов Araldite 

AV138, Araldite 2015 и Sikaforce 7752, а также критических потоков I и II моды 

нагружения [78]. 

 

Таблица 1.1. Механические свойства адгезивов 

Механические свойства Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

E, Па 4.9∙109 1.85∙109 4.9∙108 

ν 0.35 0.33 0.3 

GIC, Н/м 140 540 3786 

GIIC, Н/м 352 2958 5552 

 

Ввиду непостоянства критического значения потока энергии при смешанной 

моде нагружения I+II, вытекающим из (1.2) с учетом критических потоков, 

представленных в таблице 1.1, определение условий, при которых происходит 

разрушение слоя нулевой толщины при комбинированном воздействии мод 
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нагружений I+II, возможно проводить с помощью следующего уравнения, 

связывающего потоки упругой энергии, как показано в [102]: 

 

1 2α

I II

α

I II 1
C C

G

G

G

G

   
    

   
, (1.4) 

где 1 2α ,α  – постоянные материала. 

В рамках исследования [103] предполагается равенство постоянных 1 2α ,α . 

Необходимо подчеркнуть, что при 1 2α α 1   (1.4) соответствует (1.3). 

Определение значения 1α  осуществляется путем построения ряда кривых, где 

каждая кривая характеризуется определенным значением 1α . Затем полученные 

кривые сравниваются с данными эксперимента [78, 103, 104]. Авторы [78] выявили 

конкретные значения: 1α 1 2   – для адгезивов Araldite AV138 и Araldite 2015; 1α 2  

– Sikaforce 7752. Тем не менее, исследование [78] не затрагивает вопрос о 

физическом объяснении выбора этих значений. 

Существуют подходы, которые предотвращают появление сингулярных 

особенностей при математическом моделировании трещины, используя 

концепцию когезионных элементов [105–108]. Важно понимать, что различные 

законы когезионного взаимодействия оказывают существенное влияние на картину 

распределения НДС вблизи вершины трещины [109]. 

Одним из подходов к моделированию трещин является их представление в 

виде физического разреза. В статье [110] Ф. Макклинток предложил концепцию 

движения трещины как физического разреза с характерной толщиной 0
δ , где 

напряженное состояние в разрушаемом слое, лежащего на продвижении дефекта, 

связано с его граничными перемещениями. Однако, в работе не были 

сформулированы конкретные постановки задач для реализации данного подхода. 

В исследовании [111] предложена постановка задачи определения 

напряженно-деформированного состояния в области трещиноподобного дефекта, 

решение которой построено на использовании модели слоя взаимодействия, где 

толщина слоя 0
δ  рассматривается как линейный параметр, а напряженное 
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состояние вычисляется посредством усреднения напряжений по толщине слоя. При 

конечной толщине слоя напряженное состояние в нем имеет конечное значение. В 

процессе обратимого деформирования, когда поле напряжений распределено 

регулярно, J-интеграл устанавливает взаимосвязь с произведением линейного 

параметра и средним значением изменения удельной, отнесенной к единице 

объема, энергии как это было показано в [112]. 

 0δ ψJ  , (1.5) 

где ψ  – среднее по толщине слоя изменение удельной упругой энергии на торце 

слоя. 

В работах [113, 114] установлено, что при стремлении линейного параметра 

к нулю выражение (1.5) асимптотически стремится к (1.2). В определенном 

интервале значений толщины слоя относительная погрешность выражения (1.5) по 

сравнению с (1.2) не превышает заданной величины. В связи с этим, численно 

вычисляя выражения (1.5), можно определить значение линейного параметра на 

основе его вычислительной сходимости (1.5). Несмотря на то, что результат (1.5) 

будет близок к (1.2), важно отметить, что конечная толщина слоя приводит к тому, 

что удельная свободная энергия, в отличие от модели Гриффитса, не принимает 

сингулярных значений и может быть представлена в виде разложения суммой 

независимых компонент [115]: 
σ τψ ψ ψ  , где 

σψ  – средняя по толщине слоя 

удельная энергия изменения объема; 
τψ  – средняя по толщине слоя удельная 

энергия изменения формы. В работе [116] предложено включить в энергетический 

критерий учет гидростатического давления и его знака. Вследствие того, что 

«разрыхление» материала и снижение его прочности происходит под воздействием 

положительного гидростатического давления, в работе [79] для адгезива при 

смешанной моде нагружения I+II используется следующий критерий разрушения 

при 
0

δ 0 : 
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    σ τ

0 II
δ 1 sign σ β ψ ψ'

C
G   , (1.6) 

где II I

σ

0 I

β
δ ψ

' C C

C

G G
  – параметр, характеризующий «разрыхление» адгезива; 

 11 22 33
σ σ σ σ 3    – гидростатическое давление; 

σ

0 I
δ ψ

C  – асимптотическое 

значение энергетического произведения энергии изменения объема при 

разрушении нормальным разрывом слоя в пределе 
0

δ 0 . 

При положительном гидростатическом давлении при использовании 

критерия (1.6) величина J-интеграла будет находиться в определенном интервале 

значений 
I IIC C

G J G  . Этот вывод согласуется с результатами исследования [78], 

для материала Sikaforce 7752 при заданном значении параметра 1α 2 . Стоит 

отметить, что в работах [117, 118] учитываются удельные упругие энергии на 

характерных от концентраторов напряжений расстояниях, тем не менее, в данных 

работах не было рассмотрено зависимость смешанной моды нагружения от 

инвариантных компонент удельной упругой энергии. Важно подчеркнуть, что учет 

гидростатического давления при смешанной моде нагружения I+II был затронут в 

рамках критерия, изложенного в работе [119]. 

Отметим, что критерий (1.6) не учитывает ситуации, когда значение J-

интеграла, определяющее критическое состояние нагружения композита по моде 

I+II, может оказаться ниже, чем значение ICG , что было получено в [78] для 

адгезивов Araldite AV138 и Araldite 2015 в рамках критерия (1.4) при 1α 1 2 . 

В данной работе предлагается энергетический критерий для определения 

момента разрушения тонкого адгезионного слоя конечной толщины при 

смешанной моде нагружения I+II и регулярном распределении напряжений по 

толщине слоя. В качестве линейного параметра выступает толщина адгезионного 

слоя. Разработанный критерий учитывает влияние инвариантных величин, которые 

определяют удельную упругую энергию в области окончания трещиноподобного 

дефекта. Положительное гидростатическое давление способствует «разрыхлению» 

адгезива, что приводит к снижению прочности материала. Напротив, при 
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отрицательном гидростатическом давлении наблюдается увеличение несущей 

способности материала. Когда значение толщины слоя стремится к нулю J-

интеграл, представляющий собой результат умножения толщины слоя на удельную 

упругую энергию в области вершины дефекта, сближается с J-интегралом трещины 

Гриффитса. В работе проанализирована вычислительная сходимость произведения 

инвариантных слагаемых удельной упругой энергии и линейного параметра при 

численном решении задачи методом конечных элементов в условиях достижения 

критического значения внешней нагрузки. С использованием найденных 

инвариантных энергетических произведений и критических значений J-интегралов 

для мод нагружения I, II, I+II были рассчитаны параметры нового критерия для 

ряда адгезивов. Для проверки точности предложенного подхода была проведена 

оценка расчетной критической нагрузки при смешанной моде нагружения и 

сравнение с уже имеющимися известными данными. 

Научная публикация [120] предлагает сравнительный анализ различных 

аналитических моделей адгезионных соединений, ключевым преимуществом 

которых выступает их возможность воспроизводить регулярное распределение 

напряжений в адгезиве при достижении им конечной толщины, данные модели, 

опирающиеся на упрощенные предположения теории пластин, применяются в 

целях изучения напряженного состояния адгезионных слоев наряду с решениями в 

двух- и трехмерных постановках. Работы [121–123] фокусируется на 

аналитическом вычислении напряженного состояния в адгезионных слоях с 

конечной толщиной. Получено хорошее совпадение результатов решения [122] с 

численными расчетами, выполненными с использованием метода конечных 

элементов для двумерной задачи [124], которая учитывает наличие как сдвиговых, 

так и отрывных напряжений в адгезионном слое. 

Влияние гидростатического давления на возникновение пластической 

деформации изучалось с применением разных подходов [125–129]. Некоторые из 

них основывались на анализе второго инварианта тензора напряжений, другие же 

обращали внимание на максимальные касательные напряжения. 

Экспериментальные данные, подтверждающие эти выводы, представлены в [130]. 
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В работе [131] разработан оригинальный метод определения критического 

состояния упругого адгезионного слоя при комбинированном нагружении (мода 

I+II). Этот метод учитывает воздействие гидростатического давления и 

инвариантных характеристик, определяющие упругую энергию критического 

состояния и устанавливает зависимость между J-интегралом и произведением 

толщины адгезионного слоя и накопленной упругой энергией [112]. Основой 

метода служит характеристика, отражающая уровень разупрочнения материала. 

Если адгезионный слой существенно тоньше, чем сопрягаемые несущие 

материалы, то расчетные критические значения J-интеграла, предложенные в [112], 

должны приближаться к экспериментально определенным значениям J-интеграла 

для нагружения первой ( ICG ) и второй ( IICG ) моды. Для комбинированного 

нагружения мод I+II ( I+IICG ) критические значения J-интегралов, как правило, 

варьируются от ICG  до IICG . Однако, в отдельных экспериментах наблюдается что, 

I+IICG  может быть меньше ICG  [78]. 

Данное исследование посвящено изучению двухпараметрических критериев, 

определяющих разрушение тонких адгезионных слоев при моде нагружения I+II. 

Для вычисления этих параметров анализируются критические состояния, 

возникающие при моде нагружения I и комбинированному нагружению I+II, а 

также величины ICG  и IICG . Комбинированное нагружение мод I+II было 

проанализировано на примере четырех типов соединений SLJ, используя 

экспериментальные данные, опубликованные в [132]. В ходе исследования один 

эксперимент позволил рассчитать параметры критерия для данного адгезива, в то 

время как остальные эксперименты использовались в качестве проверки его 

применимости. В качестве основы для анализа использовалось аналитическое 

решение [124], которое опирается на теорию изгиба пластин применительно к 

материалам с соединительным слоем. 
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1.3. Выводы по главе 1 
 

На основе проведенного анализа текущего состояния исследований, 

посвященных моделям развития трещин и критериям их распространения под 

критическими нагрузками, определены ключевые задачи и пути научных 

изысканий, которые будут разрабатываться в рамках данной диссертационной 

работы. 

 

1. Разработка метода решения задачи оценки напряженно-деформированного 

состояния окрестности трещиноподобного дефекта при задании адгезионного 

слоя конечной толщиной, для слоя нулевой толщины – коэффициентов 

интенсивности напряжений при различных модах нагружения (I, II, I+II); 

 

2. Разработка методов расчета характеристики трещиностойкости в виде J-

интеграла при конечно-элементном решении; 

 

3. Определение аддитивных составляющих J-интеграла и их взаимосвязь в 

состоянии разрушения; 

 

4. Разработка критерия разрушения трещиноподобных дефектов адгезионных 

слоев при смешанной (I+II) моде нагружения. 
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Глава 2  

Нахождение характеристики типа J-интеграл при конечно-

элементном решении 

 

Материал настоящей главы излагается в соответствие с публикациями автора 

данной диссертации [133–140] и в нем рассмотрены способы нахождения 

характеристики типа J-интеграл при конечно-элементном решении задач 

нагружения образцов с трещиной. Исследован дефект, представленный 

физическим разрезом, в линейно-упругом материале. С помощью МКЭ под 

воздействием внешней нагрузки было вычислено НДС в области, прилегающей к 

вершине физического разреза. 

 

2.1. Контурный интеграл 
 

При нагружении тела равномерно распределенной внешней нагрузкой q  

применяется МКЭ. На рис. 2.1 показана область вокруг физического разреза 

толщиной 0δ , с точками B  и 'B , являющимися концентраторами напряжений в 

линейно упругом теле. Определено, что при использовании КЭ моделирования в 

зоне вершины физического разреза, где концентрация напряжений обусловлена 

сингулярными точками B  и 'B , напряжения распределяются регулярно вблизи 

окончания физического разреза. Предполагается, что физический разрез не 

испытывает воздействия внешних сил ни на своих берегах, ни на торцевой части. 

Ось 1х , являющаяся частью ортонормированной системы координат 1 2х Oх , 

ориентирована вдоль предполагаемого пути распространения трещины. 
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Рис. 2.1. Окрестность тупиковой области физического разреза. 

 

На границах физического разреза, то есть на отрезках AB  и ' 'A B , возникают 

векторы напряжений, обозначенные как 12 1 22 2
σ σq e e    и 12 1 22 2

σ σq e e   , 

соответственно. Здесь σij  – компонента тензора напряжений, где ,i j  принимают 

значения 1 и 2; ei  – вектор базиса. На торце дефекта величина вектора напряжений 

обозначена как 11 1 12 2
σ σq e el    . Условие нулевых векторов напряжений на 

границах RA  и ' 'R A  символизирует свободную поверхность. При решении задачи 

МКЭ, условие свободной поверхности для узлов, находящихся на гранях 

физического разреза, определяются нулевым значением узловых сил. Это 

обстоятельство вызывает возникновение векторов напряжений , , l q q q  в зоне, 

примыкающей к физическому разрезу, во время КЭ решения. 

В исследовании [68] сформулировано термомеханическое соотношение: 

 
γ

1

1γ

ψ γ 0
u

qn d
x

 
    

� , (2.1) 

где ψ  – удельная (к единице объема) свободная энергия; 1n  – проекция вектора 

нормали к поверхности контура на направление оси 1x ; γ – замкнутый контур 
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' ' ' ' 'B A S MM SABB , показанный на рис. 2.1, проходящий по свободной 

поверхности SA  и ' 'A S ; 
γq  – распределенная по контуру нагрузка; u  – поле 

перемещений на контуре. 

Соотношение (2.1) представим в виде суммы контурных двух интегралов: 

 1 0J J  , (2.2) 

где 

1

1 1

1γ

ψ γ
u

qJ n d
x

 
    
 ; 

2

1 1 2

1γ

ψ γ
u

qJ n d
x

 
    
 ; 1γ  – контур ' 'S MM S ; 2γ  – 

контур ' ' 'SABB A S . 

Рассматривая расчетную модель с линейно-упругими свойствами материала, 

найдем интеграл 1J , который используется для вычисления J  из (2.2): 

 

2
2 0

2 1
1 1 2 22 12 1

1 1 1γ
δ 2

ψ γ 0.5 σ σ
u

q
B

A

x

x
x

u u
J n d dx

x x x


     
             
   

 

0'

' 0
2 0 1

2

2 1 2 1
22 12 1 0 12 11 2

1 1 1 12
δ 2 0

0.5 σ σ δ ψ 0.5 σ σ
A

B

x

x
x x

u u u u
dx dx

x x x x



 

      
             
  , 

где 

0

1

0

δ 2

20
0 δ 2

1
ψ ψ

δ x
dx




   – средняя по торцу удельная свободная энергия. 

Используя последнее уравнение из формулы (2.2), мы можем перейти к 

следующему выражению: 

 

2 0

2 1
0 22 12 1

1 1
δ 2

δ ψ 0.5 σ σ
B

A

x

x
x

u u
J dx

x x


  
      

  

 

0'

' 0
2 0 1

δ 2

2 1 2 1
22 12 1 12 11 2

1 1 1 1δ 2
δ 2 0

0.5 σ σ 0.5 σ σ
A

B

x

x
x x

u u u u
dx dx

x x x x 

      
            
  . (2.3) 

Отмечено, что при выполнении условия свободной поверхности для 

граничных напряжений, как на торце, так и на границах, формула (2.3) может быть 

представлена выражением 0δ ψJ  , предложенным в работе [112]. 
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На основе связи: 
2 1

11 11 22 22 12

1 2

ψ 0.5 σ ε σ ε σ
u u

x x

   
        

, из (2.3) вытекает 

следующее выражение: 

 

0

0
2 01

δ 2

1 2
22 22 12 2 22 12 11 1

2 1δ 2
δ 20

0.5 σ ε σ 0.5 σ σ ε
B

A

x

x
xx

u u
J dx dx

x x 

     
             

   

 

'

'
2 0

2
22 12 11 1

1
δ 2

0.5 σ σ ε
A

B

x

x
x

u
dx

x


 
   
 . (2.4) 

Применим ПО Аnsys [141] для численного решения уравнения (2.4), также 

рассмотрим применение модели слоя взаимодействия вдоль физического разреза, 

введенного в [111]. Исследуем нагружение трещины нормальным разрывом и 

поперечным сдвигом. Проанализируем роль второго и третьего членов уравнения 

(2.4) при разных длинах интегрирования. Отметим, что при 0δ 0  физический 

разрез становится слоем нулевой толщины, при этом данный дефект можно 

моделировать как трещину Гриффитса, как показано в [1]. Если на берегах дефекта 

отсутствуют нагрузки, величина J , вычисляемая в (2.2), соответствует J-интегралу 

Черепанова и Райса [68, 69], что допускает его определение с использованием КИН. 

Рассмотрим систему, состоящую из двух тел (консолей 1, 2), соединенных 

адгезионным слоем 3. Для упрощения модели будем использовать линейно-

упругие характеристики материалов и допущение о состоянии плоской 

деформации. Нагружение физического разреза нормальным разрывом будет 

реализовано на образце, представляющем собой двойную консольную балку (ДКБ) 

(см. рис. 2.2). Геометрические свойства ДКБ-образца включают длину образца 

0.2l   м, длину трещины 0.05a   м, ширину образца 0.1b   м и ширину консоли 

 0δ 2h b   м. Важно отметить, что толщина физического разреза 0δ  в данной 

задаче будет линейным параметром. 

Консоли обладают следующими механическими характеристиками: 

112 10E   Па, коэффициент Пуассона ν 0.3 . Грани адгезионного слоя 3, 

находящиеся в контакте с консолями 1, 2, имеют с ними жесткое соединение, 
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обеспечивающее равные перемещения. Конструкция ДКБ зафиксирована по грани 

AB  исключая любые перемещения, ДКБ испытывает воздействие 

распределенного давления 
310 ПаP . В рамках исследования были 

проанализированы две альтернативные модели: a – образец является однородным 

телом, т.е. адгезив 3 обладает такими же механическими характеристиками, как и 

тела 1 и 2; б – адгезив 3 характеризуется модулем упругости 
92 10

adh
E    и 

коэффициентом Пуассона ν 0.3adh  , что позволяет интерпретировать образец как 

слоистый композитный материал. 

 

P

δ 0

x1

O

x2

1

2

3
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 b

A

B

a

h
h

l

 

Рис. 2.2. Модель ДКБ-образца. 

 

Для исследования нагружения трещиноподобного дефекта использовалась 

схема нагружения образца с двойной выемкой, в которой образец: зафиксирован по 

грани AB  исключая любые перемещения; испытывает воздействие 

распределенного давления 
310 ПаP , которое приводит к поперечному сдвигу 

дефекта. В рамках исследования были проанализированы две альтернативные 

модели: a – образец является однородным телом, т.е. адгезив 3 обладает такими же 

механическими характеристиками, как и тела 1 и 2; б – адгезив 3 характеризуется 

модулем упругости 
92 10

adh
E    и коэффициентом Пуассона ν 0.3adh  , что 

позволяет интерпретировать образец как слоистый композитный материал. 
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Образец с двойной выемкой обладает длиной 0.1l   м, длиной трещины 0.038a 

м, длиной связки 2 0.024t   м, шириной образца 0.13b   м, шириной консоли `

 0δ 2h b  , которые являются геометрическими свойствами исследуемого 

образца (см. рис. 2.3). Важно отметить, что толщина физического разреза 0δ  в 

данной задаче будет линейным параметром. 
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Рис. 2.3. Модель образца с двойной выемкой. 

 

Таблица 2.1 демонстрирует результаты расчётов КИН I и II мод нагружений 

для дефектов в виде слоя нулевой толщины, полученные посредством КЭ решения 

в программной среде Аnsys. 

 

Таблица 2.1. Расчетные значения КИН 

Искомая величина Значение (Н/м3/2) 

IК  1295.7 

IIК  46.7 
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Связь между J-интегралом для плоской задачи и КИН выражается 

следующим математическим равенством [74, 76]: 

 
2

k k
J a K E , (2.5) 

где 1   для плоского напряженного состояния; 
21 ν    для плоского 

деформированного состояния; E – модуль упругости; ν  – коэффициент Пуассона; 

I, IIk  . 

В последующем, без ограничения общности, будет рассматриваться только 

случай плоской деформации. Из формулы (2.5) можно получить эталонное 

численное значение J-интеграла для слоя нулевой толщины, данные представлены 

в таблице 2.2. 

 

Таблица 2.2. Расчетные значения J-интеграла 

Искомая величина Значение (Н/м) 

IJ  67.639 10  

IIJ  99.923 10  

 

В ходе численного решения будут использоваться квадратичные функции 

формы конечных элементов, сами элементы, находящиеся вблизи вершины 

дефекта, прямоугольные и удовлетворяют ограничению – 1 0δ δ  (см. рис. 2.4). 

Материалы, использующеся в решении, описываются линейно-упругими 

свойствами. 
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Рис. 2.4. Конечный элемент на окончании физического разреза. 

Для использования формулы (2.4) необходимо определить НДС на контуре 

дефекта, расчеты основаны на результатах, полученных из решений Аnsys и 

модели слоя взаимодействия, представленной в [111]. 

Из работы [111] известно применение вариационного метода, 

реализованного через систему уравнений, определяющей равновесие тел 1,2, 

связанных тонким слоем 3 (см. рис. 2.2, рис. 2.3). Так, для тела 1: 

 

1 1

1 2
22 2 12 1 0 11 12

δ δ
δ σ δ σ δ 0.5δ σ σ δσ ε P u

S l l l l L

u u
ds u dx u dx dx dx dl

x x

 
    

        
  

      , 

и для тела 2: 

 

2 2

1 2
22 2 12 1 0 11 12

δ δ
δ σ δ σ δ 0.5δ σ σ δσ ε P u

S l l l l L

u u
ds u dx u dx dx dx dl

x x

 
    

        
  

      , 

где iS  – площади тел; iL  – контуры приложения внешней нагрузки P  в телах; σ , 

ε – тензоры напряжений и деформаций в телах; u  – вектор перемещений; ∙ – 

скалярное умножение; ∙∙ – двойное скалярное умножение; 11 22 12σ , σ , σ , 11 22 12ε , ε , ε  – 

компоненты тензоров средних напряжений и деформаций слоя с 

соответствующими компонентами: 

  
0

0

δ 2

12 21 12 1 2 2

0 δ 2

1
σ σ σ ,

δ
x x dx



   , 
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  
0

0

δ 2

22 22 1 2 2

0 δ 2

1
σ σ ,

δ
x x dx



  , 

  
0

0

δ 2

11 11 1 2 2

0 δ 2

1
σ σ ,

δ
x x dx



  , 

 
   2 1 2 1

22

0

ε
δ

u x u x  
  
 

, 

 
   1 1 1 1

11

1 1

ε 0.5
u x u x

x x

   
  

  
, 

 
       1 1 1 1 2 1 2 1

12 21

0 1 1

ε ε 0.5 0.5
δ

u x u x u x u x

x x

       
         

, 

где ,
i i

u u 
 – соответственно компоненты векторов перемещений верхней и нижней 

границ слоя. Определяющие соотношения в слое анализируются с учётом 

усреднённых показателей НДС. 

Согласно решению на основе слоя взаимодействия первый компонент 

представления (2.4) запишем как – 
 12 1 1

22 22 0

0

σ
0.5 σ ε δ

δ

u u  
 
 
 

. В случае 

нагружения дефекта нормальным разрывом 12σ 0 . При нагружении дефекта 

поперечным сдвигом 22σ 0 . 

При определении НДС посредством МКЭ, реализованном в Аnsys, 1-ый 

компонент представления (2.4) определяется путем интегрирования по грани 'BB  

(см. рис. 2.4), 2-ой и 3-ий компоненты представления (2.4) определяется путем 

интегрирования по отрезкам AB  и ' 'A B  (см. рис. 2.1) берегов дефекта. 

При нормальном разрыве ДКБ с трещиноподобным дефектом в виде слоя 

нулевой толщины известно выражения для определения КИН I

aK  [98, 142]: 

      
22 2

I 12 1 0.673aK Ph h a h h a    . (2.6) 

При поперечном сдвиге образца с двойной выемкой с трещиноподобным 

дефектом в виде слоя нулевой толщины при πt h  известно выражение для 

определения КИН II

aK  [143, 144]: 
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 II 4 πaK P t . (2.7) 

Таблица 2.3 демонстрирует результаты вычислений (2.6), (2.7), а также 

погрешность этих результатов относительно решений, полученных с помощью 

ANSYS. 

 
Таблица 2.3. Расчетные значения КИН 

Искомая величина Значение (Н/м3/2) Погрешность, % 

I

aК  1295.9 0.02 

II

aК  48.5 3.85 

 

Взаимосвязь между относительной величиной k kJ J J  и десятичным 

логарифмом 0 0
δ δ h , когда исследуемые образцы являются однородными телами, 

продемонстрирована на рис. 2.5. Зависимости 1, 2 демонстрируют вычислительные 

данные НДС, полученные в Аnsys для нагружений в виде нормального разрыва и 

поперечного сдвига соответственно. Зависимости 3, 4 демонстрируют 

вычислительные данные НДС, полученные на основе слоя взаимодействия [111] 

для нагружений в виде нормального разрыва и поперечного сдвига соответственно. 

Компонента J  получена согласно представлению (2.4) при действии внешней 

нагрузки P . 
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Рис. 2.5. Взаимосвязь относительного значения J-интеграла и относительной 

величины физического разреза. 

 

По продемонстрированным взаимосвязям на рис. 2.5 между относительной 

величиной kJ  и десятичным логарифмом 0
δ  можно сделать вывод о том, что при 

0δ 0  компонента J , полученной согласно представлению (2.4) с помощью НДС 

определенного как в при КЭ моделировании в Аnsys, так и при решении на основе 

слоя взаимодействия [111], стремятся к J-интегралу слоя нулевой толщины. 

Взаимосвязь при нормальном разрыве между относительными 

компонентами IJ  и десятичным логарифмом 0 0
δ δ h , когда исследуемые образцы 

являются однородными телами, продемонстрирована на рис. 2.6. Зависимости, 

продемонстрированные со сплошными контурами, демонстрируют 

вычислительные данные НДС, полученные в Аnsys. Зависимости, 

продемонстрированные с прерывистыми контурами, демонстрируют 

вычислительные данные НДС, полученные на основе слоя взаимодействия [111]. 

Компонента IJ  получена согласно представлению (2.4) при действии внешней 

нагрузки P  и относиться к J-интегралу слоя нулевой толщины. 
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Рис. 2.6. Взаимосвязь относительных значений компонент J-интегралов 

нормального растяжения и относительной величины физического разреза в 

однородном теле. 

 

Взаимосвязь при поперечном сдвиге между относительными компонентами 

IIJ  и десятичным логарифмом 0 0
δ δ h , когда исследуемые образцы являются 

однородными телами, продемонстрирована на рис. 2.7. Зависимости, 

продемонстрированные со сплошными контурами, демонстрируют 

вычислительные данные НДС, полученные в Аnsys. Зависимости, 

продемонстрированные с прерывистыми контурами, демонстрируют 

вычислительные данные НДС, полученные на основе слоя взаимодействия [111]. 

Компонента IIJ  получена согласно представлению (2.4) при действии внешней 

нагрузки P  и относиться к J-интегралу слоя нулевой толщины. 
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Рис. 2.7. Взаимосвязь относительных значений компонент J-интегралов 

поперечного сдвига и относительной величины физического разреза в 

однородном теле. 

 

Анализ данных, представленных на рис. 2.6, рис. 2.7, показывает, что при 

физическом разрезе в однородных материалах вклад каждого аддитивного 

слагаемого в общем результате имеет схожую величину. Причем наибольшее 

значение отмечаются в области торцевой грани дефекта. Погрешность компоненты 

представления (2.4), отвечающей за торцевую грань дефекта, для решения, 

полученного в Аnsys, и решения на основе слоя взаимодействия [111] при 

6

0
δ 2 10   составляет 28% при нагружении нормальным разрывом и 12% при 

нагружении поперечным сдвигом. 

Взаимосвязь при нормальном разрыве между относительными 

компонентами IJ  и десятичным логарифмом 0 0
δ δ h , когда исследуемые образцы 

являются слоистыми композитами, продемонстрирована на рис. 2.8. Зависимости, 

продемонстрированные со сплошными контурами, демонстрируют 

вычислительные данные НДС, полученные в Аnsys. Зависимости, 

продемонстрированные с прерывистыми контурами, демонстрируют 

вычислительные данные НДС, полученные на основе слоя взаимодействия [111]. 
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Компонента IJ  получена согласно представлению (2.4) при действии внешней 

нагрузки P  и относиться к J-интегралу слоя нулевой толщины. 
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Рис. 2.8. Взаимосвязь относительных значений компонент J-интегралов 

нормального растяжения и относительной величины физического разреза в 

слоистом композите. 

 

Взаимосвязь при поперечном сдвиге между относительными компонентами 

IIJ  и десятичным логарифмом 0 0
δ δ h , когда исследуемые образцы являются в 

слоистыми композитами, продемонстрирована на рис. 2.7. Зависимости, 

продемонстрированные со сплошными контурами, демонстрируют 

вычислительные данные НДС, полученные в Аnsys. Зависимости, 

продемонстрированные с прерывистыми контурами, демонстрируют 

вычислительные данные НДС, полученные на основе слоя взаимодействия [111]. 

Компонента IIJ  получена согласно представлению (2.4) при действии внешней 

нагрузки P  и относиться к J-интегралу слоя нулевой толщины. 
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Рис. 2.9. Взаимосвязь относительных значений компонент J-интегралов 

поперечного сдвига и относительной величины физического разреза в слоистом 

композите. 

 

Анализируя данные, представленные на рис. 2.8 и рис. 2.9, можно сделать 

вывод, что сумма второй и третий компоненты представления (2.4) не превышает 

2% от всего значения J  при материале адгезива с упругими свойствами, 

значительно меньшими, чем свойства консолей, а именно 100adhE E  . Из чего 

следует, что доля компоненты, характеризующей НДС торца трещиноподобного 

дефекта составляет не менее 98%.  

Погрешность компоненты представления (2.4), отвечающей за торцевую 

грань дефекта, для решения, полученного в Аnsys, и решения на основе слоя 

взаимодействия [111] при 
6

0
δ 2 10   составляет 0.45% при нагружении 

нормальным разрывом и 0.43% при нагружении поперечным сдвигом. 

Выражение (2.4) можно представить в следующем виде: 
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  
0

1

0

δ 2

1 20
δ 2

0.5 φD D
x

J dx




   . (2.8) 

где 22 2 2 12 1 2σ σD e e e e   – тензор размером 3 3 ; 
1

1 22 2 2 1 2

2

εD e e e e
u

x


 


 – тензор 

размером 3 3 ; ∙∙ – двойное скалярное умножение; ei  – вектора 

ортонормированного базиса. 

Представление тензоров в виде шарового тензора и его девиатора 

рассмотрены в следующем виде: 
σ τD D D  ; 

σ τ

1 1 1
D D D  . Разложение J-

интеграла на сумму аддитивных членов представляется следующим образом: 

 
σ τφ φ φ  , 

где 
σ τφ , φ  – слагаемые J-интеграла, отвечающие за изменение удельных энергий 

типа объема и формы соответственно: 

  
0 0

1

0 0 1

δ 2 δ 2

σ σ σ

1 2 22 22 2
0

δ 2 δ 2 0

1
φ 0.5 0.5 σ ε

3
D D

x
x

dx dx


  

     
   , (2.9) 

  
0 0

1

0 0
1

δ 2 δ 2

τ τ τ 1
1 2 22 22 12 2

0
2δ 2 δ 2 0

2
φ 0.5 0.5 σ ε σ

3x

x

u
dx dx

x
  

  
        

 D D . (2.10) 
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2.2.  Работа узловых сил при исключении элемента 
 

На рис. 2.10 показаны схемы нагружения испытуемых ДКБ-образцов. Для 

упрощения модели будем использовать линейно-упругие характеристики 

материалов и допущение о состоянии плоской деформации. Механические 

свойства тел описываются характеристиками: 
112 10E   Па, ν 0.3 . Конструкции 

ДКБ зафиксированы по граням AB  исключая любые перемещения, ДКБ 

испытывают воздействие распределенного давления 
310 ПаP . Геометрические 

свойства ДКБ-образцов включают длину образца 0.2l   м, длину трещины 

0.05a   м, ширину образца 02 δb h   и ширину консоли  0δ 2h b   м. Важно 

отметить, что толщина физического разреза 0δ  в данной задаче будет линейным 

параметром. 

Коэффициент интенсивности напряжений IK  [38], характеризующий 

нормальный разрыв в тупиковом конечном элементе при 0δ 0 , вычисляется при 

воздействии равномерной нагрузки P на границу консоли, см. рис. 2.10, a. 

Аналогично, коэффициент интенсивности напряжений IIK  [38], отвечающий за 

поперечный сдвиг тупикового конечного элемента при 0δ 0 , определяется при 

равномерной нагрузке P на границу консоли, см. рисунок 2.10, b. Значения 

коэффициентов КИН для каждой из мод I II,K K  были определены с использованием 

программного пакета ANSYS. Полученные данные представлены в таблице 2.4. 
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Рис. 2.10. Схема образца в виде ДКБ: 

a – схема нагружения трещиноподобного дефекта нормальным растяжением; 

b – схема нагружения трещиноподобного дефекта поперечным сдвигом. 

 
Таблица 2.4. Расчетные значения КИН 

Искомая величина Значение (Н/м3/2) 

IК  1294.6 

IIК  111.75 

 

При трещиноподобном дефекте в виде слоя нулевой толщины, согласно (2.5), 

определено эталонное значение J-интеграла (см. табл. 2.5). 
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Таблица 2.5. Расчетные значения J-интеграла 

Искомая величина Значение (Н/м) 

IJ  67.63 10  

IIJ  85.68 10  

 

Примем, что при построении КЭ сеточной аппроксимации исследуемой 

модели конечные элементы, расположенные вблизи физического разреза, 

прямоугольные с размерами 0 1δ δ , элементы на продолжении физического 

разреза являются квадратными, т.е. 1 0δ δ , выполнение данного условия показано 

на рис. 2.4. Функции формы всех КЭ квадратичные. 

В рамках конечно-элементного моделирования, продвижение физического 

разреза связанно с исключением элементов. В своей работе [1] А. Гриффитс 

исследовал поверхностную энергию, которая возникает при формировании новых 

поверхностей, связав ее с потоком удельной упругой энергии. Было определено 

значение этой энергии. В представленной работе проведены вычисления при 

исключении элемента из расчета путем освобождения его узловых сил, 

действующих на него со стороны соседних КЭ, методом простой разгрузки [85], 

см. рис. 2.11. 
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Рис. 2.11. Взаимосвязь КЭ с соседними. 

 

Для плоских КЭ, имеющих квадратичные функции формы, рис. 2.11, b 

демонстрирует схему, на которой элемент, лежащий на продолжении 

трещиноподобного дефекта, исключен из расчета. Тем не менее, его воздействие 

на систему КЭ учитывается путем придания узлам сил взаимодействия 
 eF , где 

, , , , , ,e i j k m n o p . Для учета полного исключение элемента, лежащего на 

продолжении трещиноподобного дефекта, на соответствующие узлы перестают 

действовать силы, которые связывают его с основной конструкцией, при условии 
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сохранения неизменной внешней нагрузки. Схема разгрузки представлена на рис. 

2.12. 
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Рис. 2.12. Разгрузка новых материальных поверхностей. 

 

На схеме, см. рис. 2.12b, продемонстрировано окончание разгрузки, т.е. 

освобождение узлов , , , , , ,i j k m n o p  от нагрузок, которые они воспринимали от 

исключаемого КЭ. На схеме, см. рис. 2.12а, продемонстрированы вектора 
 eF , 

определяемые из критерия 
   

0
e e  F F , обозначающие изменеия новой внешней 

узловой нагрузки. Изменения внешней нагрузки становится нулевым при 

установлении значений 
 eF , 

 u e
 – перемещения узлов до ислкючения КЭ, 

лежащего на продолжении трещиноподобного дефекта, 
 1u e

 – перемещения узлов 

при завершении исключения. 

Величина работы узловых сил определяется как: 

 
7 ( ) ( )

1
0.5 F ue e

e
A


  , (2.11) 

где ∙ – скалярное умножение. 

Считается, что завершающий этап удаления элемента достигается за счет 

дополнительной работы, выполняемой силами 
 eF  над его узлами. Определение 

этой дополнительной работы может быть представлено в следующем форме: 
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7 ( ) 1( )

1 1
0.5 F ue e

e
A


   . (2.12) 

В рамках выполнения условия удаления элемента, работы (2.11) и (2.12) 

образуют энергию, связанную с новыми материальными поверхностями. 

Следовательно, энергия, приходящаяся на единицу создаваемой поверхности, 

вычисляется как сумма работ (2.11) и (2.12) отнесённая к 1 0δ δ , см. рис. 2.4: 

  1 0
ˆ δJ A A  . (2.13) 

Решение МКЭ, реализованном в ПО Аnsys применялось в рамках 

исследования связей между уравнениями (2.5) и (2.13) при моделировании 

нагружений по модам I и II. 

Представлена взаимосвязь, см. рис. 2.13, между отношением I I I
ˆJ J J  и 

логарифмом по основанию 10 относительного значения 0 0
δ δ h  при нормальном 

разрыве тупикового конечного элемента, возникающем под воздействием нагрузки 

P. 
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Рис. 2.13. Взаимосвязь влияния относительной величины физического разреза на 

удельную работу узловых сил при исключении КЭ при моде I. 

 

В таблице 2.6 продемонстрированы результаты вычислений J-интегралов, 

полученных при применении формул (2.5), (2.6) и (2.13). Для оценки точности 
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результатов приведена погрешность, выраженная в процентах от значения 

относительного J-интеграла, определенного с помощью КИН IK . 

 
Таблица 2.6. Анализ вычислений при воздействии нагрузки, соответствующей нормальному 

разрыву 

Решение Значение J-интеграла 

(Н/м) 

Погрешность решений 

(%) 

Формула (2.6) 67.64 10  0.2 

Численное 

По КИН IK  (2.5) 67.63 10  – 

Удельная работа узловых 

сил при удалении элемента 

(2.13) 

67.64 10  0.13 

 

Результаты, представленные в табл. 2.6, указывают, что значение при 

вычислении с использованием (2.13) при 0
δ 0.00004  приближается к расчету J-

интеграла трещины Гриффитса с большей точностью, чем по формуле (2.6). 

Представлена взаимосвязь при нагружении по моде II тупикового конечного 

элемента, см. рис. 2.14, между отношением II II II
ˆJ J J  и логарифмом по 

основанию 10 относительного значения 0
δ , возникающем под воздействием 

нагрузки P. 
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Рис. 2.14. Взаимосвязь влияния относительной величины физического разреза на 

удельную работу узловых сил при исключении КЭ при моде II 

 

Расчетные значения J-интегралов, согласно (2.5), (2.13),  помещены в таблицу 

2.7. Для анализа достоверности полученных данных указана погрешность, 

рассчитанная как процентное отклонение от относительного J-интеграла, который 

был предварительно определен через IIK . 

 
Таблица 2.7. Анализ вычислений при воздействии нагрузки, соответствующей поперечному 

сдвигу 

Численное решение Значение J-интеграла (Н/м) 
Погрешность решений 

(%) 

По КИН IIK  (2.5) 85.682 10  – 

Удельная работа узловых сил 

при удалении элемента (2.13) 
85.683 10  0.02 

 

Результаты, представленные в табл. 2.7, указывают, что значение при 

вычислении с использованием (2.13) при 0
δ 0.00004  приближается к расчету J-

интеграла трещины Гриффитса с большей точностью, чем по формуле (2.5). 
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2.3. Результаты и выводы по главе 2 
 

1. Определена энергетическая характеристика типа J-интеграла в рамках 

модели трещины в виде физического разреза, где толщина разреза используется в 

качестве линейного параметра. 

2. Приближение линейного параметра к нулю демонстрирует тенденцию 

энергетической характеристики к значениям, сопоставимым с J-интегралами, 

используемыми для трещин в виде математических разрезов при модах 

нагружений I и II. 

3. Введенное в данной работе энергетическое представление J-интеграла для 

зоны, отвечающей за тупиковую грань физического разреза, может использоваться 

в качестве J-интеграла слоя нулевой толщины в случае изучения слоистых 

композитов, где в качестве адгезионных материалов применяются адгезивы с 

меньшими упругими свойствах по сравнению со свойствами материалов консолей. 

4. Из исследования МКЭ, где размер грани КЭ играет ключевую роль, 

показано, что исключение КЭ вызывает близкое изменение потока удельной 

упругой энергии к модели слоя нулевой толщины в области вершины физического 

разреза. Продемонстрированно, что исключение КЭ в вершине дефекта с 

применением метода простой разгрузки узловых сил приводит к приближению 

значения удельной полной работы узловых сил элемента к J-интегралу, принятому 

в качестве эталона. В то же время, при малых размерах КЭ, лежащих на 

продолжении дефекта, удельная работа исключения КЭ не подвергается 

существенным изменениям. 

5. КИН слоя нулевой толщины можно ассоциировать с удельной работой 

узловых сил при исключении КЭ, лежащего на продолжении дефекта, при 

относительно малых значениях толщины физического разреза. 
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Глава 3  

Критерий разрушения смешанной моды нагружения I+II 

трещиноподобного дефекта тонкого адгезионного слоя 

 

Материал настоящей главы излагается в соответствие с публикациями автора 

данной диссертации [119, 145–148] и в нем предложено формулирование 

двухпараметрических критериев, определяющих момент разрушения. Один из этих 

критериев имеет квазилинейную корреляцию с энергетическим произведением 

удельной энергии типа удельной энергии объема, а другой исходит из гипотезы о 

квадратичной зависимости разрушения от энергетического произведения 

соответствующей энергетической характеристики. В оба критерия входят 

параметры «разрыхления», определяемые при помощи критических значений J-

интегралов, которые установлены для мод нагружения I, II, и его аддитивных 

составляющих при критическом нормальном разрыве и критической смешанной 

моде нагружения физического разреза АС.  

Исследованы характеристики предельного состояния адгезионного слоя при 

воздействии нагрузок в SLJ соединениях, в рамках применения известного 

решения Холланда – Рейсснера. Исследованы, как однопараметрические, так и 

двухпараметрические критерии. Для расчета составляющей J-интеграла при 

нормальном разрыве адгезива использовано решение, полученное на основе теории 

пластин. В публикации [78] отражены экспериментально определённые значения 

J-интегралов в критических состояниях нормального растяжения и поперечного 

сдвига, также в ней приведены данные от изготовителей изучаемых адгезивов. 

Численные решения задач нагружения дефектов, в виде физического разреза, 

получены МКЭ для нагружений в виде нормального растяжения в случае ДКБ-

образца и смешанного нагружения модой I+II – SLB-образца. Рассчитаны 

коэффициенты для предложенных критериев разрушения адгезивов Araldite 

AV138, Araldite 2015 и Sikaforce 7752. Проведен сравнительный анализ 

однопараметрического и предложенных двухпараметрических критериев 

разрушения с известным критерием (1.4). 
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3.1. Формулировка двухпараметрических критериев разрушения 
 

В данном исследовании анализируются двухпараметрические модификации 

соотношения (1.6), которые допускают использование J-интеграла со значениями, 

меньшими критического, и их применение в решении задачи определения 

критического состояния деформируемого SLB-образца. 

Для определения предельного состояния адгезионного слоя для смешанной 

моды нагружения I+II применяется следующие критерии: 

     σ τ σ τ

II1 sign σ β φ φ γsign σ φ φ CG    , (3.1) 

      2σ τ σ

1 1 II1 sign σ β φ φ γ sign σ φ CG    , (3.2) 

где β, γ, 1β , 
1γ  – параметры, учитывающие «разрыхление» адгезива, 

рассчитываемые для конкретных адгезивов. 

Квазилинейная взаимосвязь с изменением удельной энергией типа объема 

предложена для зависимости (3.1), квадратичная взаимосвязь с изменением 

удельной энергией типа объема – зависимости (3.2). 

При предельном состоянии трещиноподобного дефекта в случае 

нормального растяжения, согласно (3.1) имеем: 

     σ τ σ τ

I I I I II1 sign σ β φ φ γsign σ φ φC C C C CG    . (3.3) 

При предельном состоянии трещиноподобного дефекта в случае поперечного 

сдвига, согласно (3.1) и (3.2), учитывая, что 
σ

II
φ =0

C : 
τ

II II
φ

C C
G . 

При предельном состоянии трещиноподобного дефекта в случае смешанной 

моды нагружения, согласно (3.1): 

     σ τ σ τ

I+II, I+II, I+II, I+II, II1 sign σ β φ φ γsign σ φ φC C C C CG    . (3.4) 

Так как гидростатическое давление положительно (при нормальном разрыве 

и смешанной моде I+II), а суммы аддитивных слагаемых представляют собой 

значения критических потоков упругих энергий мод нагружений, реализуемых при 

нормальном разрыве и смешанной моде, т.е. 
σ τ

I I I
φ φ

C C C
G  , σ τ

I+II, I+II, I+II,φ φC C CG  , 
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из (3.3) и (3.4) образуем СЛАУ, где в качестве искомых величин выступают 

характеристики «разрыхления»: 

 
σ σ τ

I I I II I
βφ γφ φ

C C C C C
G G   , (3.5) 

 
σ σ τ

I+II, I+II, I+II, II I+II,βφ γφ φC C C C CG G   , (3.6) 

СЛАУ (3.5), (3.6) решается методом Крамера относительно параметров β, γ, 

являющимися характеристиками «разрыхления» конкретного адгезива: 

 

σ σ τ

I I I σ σ τ σ τ σ

I I+II, I+II, I I I+II,σ σ τ

I+II, I+II, I+II,

φ φ φ
Δ φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

C C C

C C C C C C

C C C

   ,  

    
σ τ

II I I I σ τ σ τ

β II I I+II, I+II, I I II I+II,σ τ

II I+II, I+II, I+II,

φ φ
Δ φ φ φ φ

φ φ

C C C C

C C C C C C C C

C C C C

G G
G G G G

G G


    


,  

    I II I

γ I II I+II, II I I+II,

I+II, II I+II,

φ
Δ φ φ

φ

C C C

C C C C C C

C C C

G G
G G G G

G G


 




    


,  

 
   σ τ σ τ

II I I+II, I+II, I I II I+II,β

σ σ τ σ τ σ

I I+II, I+II, I I I+II,

φ φ φ φΔ
β

Δ φ φ φ φ φ φ

C C C C C C C C

C C C C C C

G G G G  
 


,  

 
   σ σ

I II I+II, II I I+II,γ

σ σ τ σ τ σ

I I+II, I+II, I I I+II,

φ φΔ
γ

Δ φ φ φ φ φ φ

C C C C C C

C C C C C C

G G G G  
 


,  

Следовательно, окончательные соотношения для вычислений характеристик 

«разрыхления» β, γ из СЛАУ (3.5), (3.6) приведены ниже: 

 
   

 
σ τ σ τ

I+II, I+II, II I I I II I+II,

σ σ τ τ

I I+II, I+II, I

φ φ φ φ
β

φ φ φ φ

C C C C C C C C

C C C C

G G G G  



, (3.7) 

 
   

 
σ σ

I II I+II, I+II, II I

σ σ τ τ

I I+II, I+II, I

φ φ
γ

φ φ φ φ

C C C C C C

C C C C

G G G G  



. (3.8) 

Аналогично определим параметры «разрыхления» 1β  и 
1γ  для критерия (3.2): 
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   

 
σ σ σ τ

I+II, I+II, II I I I II I+II,

1 σ σ σ τ

I I+II, I+II, I

φ φ φ φ
β

φ φ φ φ

C C C C C C C C

C C C C

G G G G  



, (3.9) 

 
   

 
σ σ

I II I+II, I+II, II I

1 σ σ σ τ

I I+II, I+II, I

φ φ
γ

φ φ φ φ

C C C C C C

C C C C

G G G G  



. (3.10) 

Определение параметра β ' , использующегося в однопараметрическом 

критерии разрушения АС (1.6), возможно при установленных предельных 

значениях потоков упругих энергий нормального растяжения и поперечного сдвига 

– 
ICG , 

IICG , а также значения изменения удельной энергии типа объема, 

установленных для предельного состояния нормального растяжения. При 

вычислении параметров 
1 1β,β , γ, γ , использующихся в двухпараметрических 

критериях разрушения АС (3.1) и (3.2), необходимо установить значения J-

интегралов при предельных состояниях нормального растяжения и поперечного 

сдвига – 
ICG , 

IICG , а также значений изменения удельной энергии типа объема и 

формы, установленных для предельных состояний нормального растяжения и 

смешанного нагружения. 

 

3.2.  Исследование разрушения адгезива при соединении 
изотропных пластин внахлест на основе решения Холланда – 
Рейсснера 

 

Изучение смешанной моды нагружения I+II в данном разделе работы 

представлено с помощью схемы SLJ соединения, см. рис. 3.1, на которой 

продемонстрированы консоли 1, 2, соединенные АС 3. Грань АВ  пластины 2 

фиксируется, не допуская перемещений, в то время как на левую часть пластины 1 

воздействует горизонтальная нагрузка 1FF e . Длина АС обозначена как l . 
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Рис. 3.1. Схема нагружения SLJ соединения. 

 

Для средних по толщине слоя напряжений при условии изотропности 

материала адгезива решение [124] может быть представлено в следующей форме: 

    
 

 1
12

cosh ββ
σ 1 3 3 1

8 sinh β

X hQ c
K K

c h X h

 
     

 
, (3.11) 

 
21

22 22

λ λ
σ λ λ 'coshλcosλ cosh cos

Δ 2

Q h K X X
R K

c c c

    
 

  

 
21

12

λ λ
λ λ 'sinhλsinλ sinh sin

Δ 2

Q h K X X
R K

c c c

   
 

, (3.12) 

где Е  – модуль Юнга материала консолей; 3Е  – модуль Юнга материала адгезива;

ν  – коэффициент Пуассона материала консолей; B  – ширина консолей, измеряемая 

в ортогональном плоскости 1 2х Oх  направлении; 

   0.5 ;0.5X l l  ;  

 

2

3

0
δ

E l
w

Eh
 ;  

 0.5c l ;  

 
   

       
2 1

1 2 1 2

cosh sinh

sinh cosh 2 2 cosh sinh

U c U a
K

U a U c U a U c



;  
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  2

1

2 3
1 ν

F
U

h EhB
  ;  

 
1

2

2

4

U
U  ;  

 1'K KcU ;  

 
3

0

β 2
δ

E h

E
 ;  

 

1 4

3

0

6
γ

δ

E h

E

 
  
 

;  

 
γ

λ
c

h
 ;  

 1 coshλsinλ sinhλcosλR   ;  

 2 sinhλcosλ coshλsinλR   ;  

    Δ 0.5 sinh 2λ sin 2λ    ;  

 1Q F B .  

Araldite AV138, характеристики которой, в частности модуль Юнга, были 

изложены в работе [149] и составили E3 = 4.89 ГПа, а модуль сдвига – G3 = 1.56 

ГПа, используется в виде материала адгезива, согласно публикации [132], а Al6082-

T651, со свойствами 70ГПаE  , ν=0.3 , используется в виде материала консолей. 

Определяя критические значения J-интегралов для смолы, будем исходить из 

данных, предоставленных производителем, а также из экспериментальных 

результатов, представленных в работе [78], значения которых указаны в скобках. В 

соответствии с этими данными для критического состояния нормального 

растяжения  I 200 140 Н мCG  , а для критического состояния поперечного 

сдвига  II 380 352 Н мCG  . Исследовались образцы с постоянной общей длиной 

2 180 ммa l  , 25 ммB  . Толщина пластин h  для всех образцов была 

фиксирована и равна 3 мм, а толщина адгезивного слоя 0δ  составляла 0.2 мм. 
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Менялась длина участка, склеенного адгезивом, от 1 12.5 ммl   до 4 50 ммl   с 

шагом 12.5 ммl  . Значения внешней критической нагрузки для каждой длины 

сопряжения, определяемой индексом эксперимента, равнялись: 1 5900 НF  , 

2 7100 НF  , 3 8500 НF  , 4 9300 НF  . 

Критериальные зависимости (1.6), (3.1) и (3.7) применялись для оценки 

параметров предельного состояния АС. 

В работе [114] рассмотрено критическое нагружение АС, возникающее при 

нормальном растяжении слоистого композита в виде ДКБ. При вычислении НДС 

АС применим результаты, полученные при проведении данных исследований, 

основанных на теории пластин. При вычислении НДС АС при смешанной моде 

нагружения применим известные результаты (3.11), (3.12), полученные в 

публикации [122]. В связи с отсутствием 11σ , согласно результатам [122], 

вычисление НДС критического нагружения, возникающего при нормальном 

растяжении АС, можно осуществить приняв во внимание единственную 

компоненту тензора напряжений, таким образом формула для определения 

напряженного состояния окончания АС будет иметь следующий вид: 

 
 

 2 3 1
22

0

2 6 1 ν 1
σ 1 ν

δ 5

Q E a

E hh

  
   

 
, (3.13) 

где a1, h – длина свободной консоли и ее толщина в ДКБ-образце. 

Решение (3.13) было получено с учетом 0δ 1h≪ , что позволило вычислить 

значение J-интеграла при нулевом коэффициенте Пауссона следующим образом: 

 
 

 

2
2 2 22
2 122

I 0

3 1 1

12 1 νσ 1
δ 1

2 5 1 ν

Q a h
G

E hE h a

                
. (3.14) 

Полученное выражение согласуется с результатами, представленными в 

работе [150], и указывает на то, что при достаточно малой относительной толщине 

слоя значение 0δ  не оказывает влияния на значение энергетического произведения. 

В предельном состоянии, возникающем при нормальном растяжении АС, для 
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исследуемого интервала значений относительной толщины АС, напряжение, 

возникающее на его тупиковой грани, вычислим как: 

 
I 3

22

0

2
σ

δ

CG E
 . (3.15) 

Представление J-интеграла, соответствующему нормальному растяжению, 

приведем в виде отдельных членов: 

 
σ τ σ τ

I I I I
φ φ φJ G J J      , (3.16) 

где, согласно (2.9), (2.10), 
σ

I I
3J J ; 

τ

I I
2 3J J , при условии, что в АС ν 0  и 

однородно напряженно-деформированное состояние по толщине слоя. 

В данной ситуации значение параметра разупрочнения, определенного в 

формуле (1.6), составит:  II Iβ ' 3 1C CG G  . 

На основе вычислений, согласно (3.11) и (3.12), с использованием 

1 5900 НF  , принятой в качестве предельного нагружения АС, определим 

значения 
σ τ

I II, I II,φ , φC C  , указанные в формулах (3.7)-(3.10). Определяя предельные 

величины I II,C CG G  АС, будем исходить из данных, предоставленных 

производителем, а также из экспериментальных результатов, представленных в 

работе [78], в табл. 3.1 и табл. 3.2 в скобках указаны значения, соответствующие 

экспериментальным результатам. Табл. 3.1 и табл. 3.2 содержат вычисленные 

отклонения критериев разрушения. 1Δ  ассоциировано с однопараметрическим 

критерием (1.6) и представляет отношение правой части к IICG , аналогично 2Δ  – 

двухпараметрический критерий (3.1) и 3Δ  – двухпараметрический критерий (3.2). 

Отклонения критериев вычислялись исходя из двух вариантов задания толщины 

АС, 0δ 200 мкм  – величина, характерная при проведения натурных работ, и 

0δ 2 мкм . 
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Таблица 3.1. Отклонения критериев разрушения при 0
δ 200 мкм  

F (Н) 5900 7100 8500 9300 

1Δ  1.41(1.81) 1.46(1.87) 1.55(1.97) 1.46(1.84) 

2Δ  1 1.01(0.99) 1.03(0.96) 0.96(0.98) 

3Δ  1 1.05(1.06) 1.14(1.16) 1.06(0.99) 

 

Таблица 3.2. Отклонения критериев разрушения при 0
δ 2 мкм  

F (Н) 5900 7100 8500 9300 

1Δ  1.23(1.58) 1.27(1.62) 1.05(0.99) 1.02(0.99) 

2Δ  1 1.02(0.99) 1.11(1.11) 1.05(1.01) 

3Δ  1 1.04(1.04) 1.34(1.69) 1.27(1.58) 

 

Анализ данных, представленных в таблицах 3.1 и 3.2, показывает, что 

двухпараметрические критерии демонстрируют наибольшую согласованность с 

экспериментальными результатами по сравнению с однопараметрическим 

критерием. В частности, двухпараметрический критерий (3.1), учитывающий 

квазилинейную зависимость от изменения удельной энергии типа удельной 

энергии изменения объема, обладает более высокой точностью по сравнению с 

критерием (3.2), достигая погрешности, не превышающей 1 % при определенных 

критических значениях J-интегралов. Уменьшение значения линейного параметра 

приводит к более стабильным расчетным результатам и снижению погрешности, 

что особенно заметно при использовании однопараметрического критерия. 
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3.3.  Разрушение тонкого адгезионного слоя в рамках конечно-
элементного решения 

 

В данном разделе работы для анализа критического состояния 

трещиноподобного дефекта адгезионного слоя, представленного физическим 

разрезом толщиной 0δ , изображенным на рис. 2.4, прибегнем к конечно-

элементному решению ANSYS [151]. Моделирование композита будет 

осуществлено в предположении плоской деформации, опираясь на законы 

линейной теории упругости. Важно отметить, что согласно работе [152], точки B  

и 'B , см. рис. 2.4, являющиеся угловыми точками физического разреза, 

представляют собой концентраторы напряжений. Использование МКЭ для 

моделирования данного дефекта среды, при условии, что высота тупикового КЭ, 

лежащего на продолжении физического разреза, совпадает с 0δ , ведет к конечным 

напряжений. Таким образом, если 0δ  имеет конечное значение, то напряжения в 

конечном элементе, лежащего на продолжении физического разреза, будут иметь 

регулярный характер. В данной ситуации для расчета J-интеграла примем формулу 

(2.4). В рамках критерия (1.6) применяется метод Нейбера – Новожилова [12, 153–

156] для вычисления средних характеристик по толщине слоя. При этом 

адгезионный слой моделируется как совокупность квадратных в плане элементов, 

с гранью равной 0δ , как представлено на рис. 2.4. 

В выражении (1.5) среднее по толщине слоя изменение удельной упругой 

энергии определяется исходя из соотношений (2.9), (2.10). 

Определение значений параметров β,γ  требует анализа критических 

режимов, возникающих при наличии трещиноподобных дефектов I и I+II мод 

нагружений в адгезионном слое. 

На рис. 3.2 представлена схема расчета ДКБ-образца, ориентированная на 

анализ поведения адгезионного слоя при воздействии нагрузок, соответствующих 

нормальному разрыву, другими словами, моде I. 
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Рис. 3.2. Схема нагружения адгезионного слоя нормальным разрывом. 

 

Тела 1 и 2, имеющие идентичные значения высоты h  и механические 

характеристики, описанные в таблице 3.3, соединены АС 3, характеризующимся 

значением 0δ . Грань AB  образца фиксируется, не допуская перемещений, в то 

время как на левые части пластин 1, 2 воздействует симметричная распределенная 

нагрузка P . Для моделирования консолей выбран ортотропный материал 

углеродно-эпоксидный препрег (SEAL Texigreg HS 160 RM), который 

использовался в исследовании [104], посвященном анализу критических нагрузок. 

 

Таблица 3.3. Механические свойства консолей 

Модуль Юнга, ГПа 
Коэффициент 

Пуассона 
Модуль сдвига, ГПа 

109xE   ν 0.342xy   4.315xyG   

8.819yE   ν 0.342xz   4.315xzG   

8.819zE   ν 0.380yz   3.200yzG   

 

Геометрические свойства ДКБ включают общую длину ДКБ 0.245 мl  , 

толщину ДКБ 0.015 мb , длину дефекта 0.055 мa   и ширину консолей 

0.0127 мh . Важно отметить, что толщина физического разреза 0δ  в данной 

задаче будет линейным параметром. 

А 

В 
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Определим значение предельной внешней нагрузки, при которой дефект, 

реализованный в Аnsys в виде слоя нулевой толщины, достигает значения ICG  из 

таблицы 1.1, приведем полученные данные в таблице 3.4. 

 

Таблица 3.4. Критическая нагрузка 

Внешняя нагрузка Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

P , МПа 1.640 3.220 8,527 

 

Нахождение критической внешней нагрузки позволяет исследовать 

энергетические характеристики в зависимости от величины линейного параметра 

0δ . Таблица 3.5 содержит результаты расчетов для каждого из анализируемых 

адгезивов. 

 

Таблица 3.5. Результаты расчета 

0δ , м 
Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

IφC, Н/м 
σ

Iφ C , Н/м IφC, Н/м 
σ

Iφ C , Н/м IφC, Н/м 
σ

Iφ C , Н/м 

10-2 150.24 43.56 678.19 237.16 5102.44 2300.68 

10-3 137.23 55.76 600.56 279.84 3963.62 2290.50 

10-4 136.25 57.07 577.70 278.22 3778.49 2191.35 

10-5 136.04 56.79 571.48 277.33 3757.94 2169.95 

10-6 135.59 56.52 569.49 277.07 3759.74 2166.83 

 

Согласно данным из таблицы 3.5, наблюдается стремление энергетических 

характеристик к критическим значениям J-интегралов. При значении линейного 

параметра 
6

0
δ 10  м максимальное отклонение от критических значений, согласно 

таблице 1.1, не превышает 5.46 % для адгезива Araldite 2015. 

Рис. 3.3 иллюстрирует изменение относительных значений энергетических 

характеристик от толщины адгезионных слоев при воздействии критических 

нагрузок P. Каждый график на рисунке отражает результаты для конкретного 

адгезива: Araldite AV138 – график 1, Araldite 2015 – график 2 и Sikaforce 7752 – 

график 3. 
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Рис. 3.3. Зависимости энергетических произведений от толщины. 

 

Определим составляющие J-интеграла исследуемых адгезивов, на основе 

вычисленных при 
6

0
δ 10  м данных. Полученные результаты представлены в 

таблице 3.6. 

 

Таблица 3.6. Величины аддитивных слагаемых 

Параметр Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 
σ

Iφ C , Н/м2 56.52 277.07 2166.83 

τ

Iφ C , Н/м2 79.07 292.42 1592.91 
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3.3.1. Однопараметрический критерия разрушения 
 

Определим параметр «разрыхления», который применяется в 

однопараметрическом критерии (1.6) для оценки адгезивов, на основе вычислений 

составляющего J-интеграла, отвечающего за изменение удельной энергий типа 

объема при 
6

0
δ 10  м. Полученные данные представлены в таблице 3.7. 

 

Таблица 3.7. Значение параметра «разрыхления» 

Параметр Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

β' 3.75 8.73 0.82 

 

На рис. 3.4 показан SLB-образец [78] для анализа моды нагружения I+II. 

 

 

Рис. 3.4. Схема SLB-образца. 

 

Тела 1 и 2, соединенные АС 3, характеризуются ортотропными 

механическими свойствами, см таблицу 3.3. Механические свойства АС приведены 

в таблице 1.1. Геометрические свойства SLB включают толщину SLB 

0.015 мb , ширину пластин 0.003 мh , длину дефекта 0.0875 мa   и плечо 

воздействия нагрузки 0.125 мL  . Важно отметить, что толщина физического 

разреза 0δ  в данной задаче будет линейным параметром. 
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Таблица 3.8 содержит данные о критической нагрузке Fexp, которые были 

исследованы в ходе эксперимента, описанного в работе [104]. 

 

Таблица 3.8. Критическая нагрузка 

Внешняя нагрузка Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

Fexp, Н 81.1 204.2 630.3 

 

Исходя из критических нагрузок Fexp, представленных в работе [104] и 

систематизированных в таблице 3.8, вычислим критические значения I+II,CG . 

Используя модель слоя нулевой толщины в ПО Аnsys рассчитаны значения I+II,CG , 

предельные потоки энергии, вычисленные, согласно (1.2), как  *

I+II, I II I+II,C C
G G G   

по  I I+II,C
G  и  II I+II,C

G , полученным при критических нагружениях SLB-образцов в 

работе [104], представим в таблице 3.9. 

 

Таблица 3.9. Критические потоки упругой энергии для смешанной моды нагружения I+II 

Механические свойства Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

I+II,CG , Н/м 107.8 683.6 6512.8 

*

I+II,CG , Н/м 106.1 629 5950 

Погрешность, % 1.58 7.99 8.64 

 

В случае достижения критической внешней силы Fexp проанализируем 

энергетические характеристики при различных значениях линейного параметра  

0δ . Таблица 3.10 демонстрирует результаты расчетов для исследуемых адгезивов. 
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Таблица 3.10. Результаты расчета 

0δ , м 

Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

I+II,φ C , Н/м 
σ

I+II,φ C , Н/м I+II,φ C , Н/м 
σ

I+II,φ C , Н/м I+II,φ C , Н/м 
σ

I+II,φ C , Н/м 

10-3 102.60 24.05 885.13 191.08 3776.80 2092.25 

10-4 108.61 26.51 796.41 209.01 6349.50 2208.98 

10-5 109.57 26.14 701.29 207.97 6613.74 2204.50 

10-6 108.25 25.54 691.99 207.73 6644.45 2202.53 

10-7 108.06 25.53 690.61 207.70 6646.80 2201.36 

 

Согласно данным, представленным в таблице 3.10, наблюдается стремление 

энергетических характеристик к критическим потокам при значении линейного 

параметра 
7

0
δ 10  м, что согласуется с данными из таблицы 3.9. Максимальное 

отклонение от критических значений фиксируется для адгезива Sikaforce 7752 и 

составляет 2.06 %. 

На рис. 3.5 представлены зависимости относительных значений 

энергетических характеристик при действии предельных внешних сил F в 

зависимости от толщины адгезионного слоя. Для адгезивов Araldite AV138, Araldite 

2015 и Sikaforce 7752 построены отдельные кривые, обозначенные как зависимость 

1, зависимость 2 и зависимость 3 соответственно. 
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Рис. 3.5. Влияние толщины АС 0δ  на предельные потоки энергии. 

 

На основе вычислений, проведенных при заданном значении толщины 

адгезионного слоя 
6

0
δ 10  м, определим слагаемые J-интеграла, отвечающие за 

изменение удельных энергий типа объема и формы исследуемых адгезивов. 

Данные расчетов представлены в таблице 3.11. 

 

Таблица 3.11. Значение компонент энергии деформации 

Параметр Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 
σ

I+II,φ C , Н/м 25.53 207.70 2201.36 

τ

I+II,φ C , Н/м 82.53 482.91 4445.44 

 

На рис. 3.6 проиллюстрировано сравнение расчетных критических сил, 

нормированных к экспериментальным данным, полученным в публикации [104]. 

Экспериментальные предельные силы [104] определены для 0.0875 мa  . 

Результаты для разных материалов АС представлены в виде графиков и 

демонстрируют сравнение двух моделей: 1 – модель слоя нулевой толщины для 

критерия (1.4); 2 –  модель физического разреза для критерия (1.6). 
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Рис. 3.6. Взаимосвязь длины дефекта и предельных сил: 

а – Araldite AV138; б – Araldite 2015; в – Sikaforce 7752. 
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Исследование результатов, отображенных на рис. 3.6, показывает, что 

разность между предельными силами, вычисленными с использованием формул 

(1.4) и (1.6), не выходит за пределы 25% в случае АС из материала Araldite AV138. 

Но при применении формулы (1.4) определение показателей степени не является 

однозначным и нуждается в экспериментальной верификации. 

 

3.3.2. Двухпараметрические критерии разрушения 
 

Опираясь на данные, представленные в таблицах 3.6 и 3.11, и применяя 

формулы (3.7)–(3.10), определим величины параметров, характеризующих 

«разрыхление» адгезивов. Полученные при этом расчетные результаты для 

6

0
δ 10  м представлены в таблице 3.12. 

 

Таблица 3.12. Значения параметров «разрыхления» 

Параметр Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

β  -129.12 5.31 1.51 

γ , м/Н 1.680 1.167∙10-2 -4.387∙10-4 

1β  12.34 16.40 4.09 

1γ , м/Н -0.109 -0.026 -0.002 

 

На рис. 3.7, рис. 3.8 и рис. 3.9 проиллюстрировано сравнение расчетных 

критических сил, нормированных к экспериментальным данным, полученным в 

публикации [104]. Экспериментальные предельные силы [104] определены для 

0.0875 мa  . Результаты для разных материалов АС представлены в виде 

графиков и демонстрируют сравнение трех моделей: 1 – модель слоя нулевой 

толщины для критерия (1.4); 2 –  модель физического разреза для критерия (3.1); 

2 –  модель физического разреза для критерия (3.2). 
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Рис. 3.7. Взаимосвязь длины дефекта и предельных сил для адгезива 

Araldite AV138: 

а – a0 ϵ [60; 90]; б – a0 ϵ [90; 120]. 
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Рис. 3.8. Взаимосвязь длины дефекта и предельных сил для адгезива Araldite 2015: 

а – a0 ϵ [60; 90]; б – a0 ϵ [90; 120]. 
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Рис. 3.9. Взаимосвязь длины дефекта и предельных сил для адгезива 

Sikaforce 7752: 

а – a0 ϵ [60; 90]; б – a0 ϵ [90; 120]. 
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Анализ данных, представленных на рис. 3.7, рис. 3.8 и рис. 3.9, 

демонстрирует, что (разница в расчетных предельных нагрузках, полученных с 

использованием формул (1.4) и (3.1), не выходит за пределы 2.15% применительно 

к адгезиву Araldite AV138, достигая 14.6% для Araldite 2015 и составляя 2.01% для 

Sikaforce 7752. Необходимо подчеркнуть, что значения предельных сил, 

определенных по формуле (3.1), демонстрируют лучшую согласованность с 

экспериментальными данными, указанными в табл. 3.8, при фиксированной длине 

физического разреза a0 = 0.0875 м для всех исследуемых адгезивов. Отклонение 

предельных нагрузок, выполненных на основе формул (1.4) и (3.2), показало, что 

для адгезива Araldite AV138 этот показатель не выходит за пределы 2.02%, для 

Araldite 2015 – 14.95%, а для Sikaforce 7752 – 28.08%.. Но при применении формулы 

(1.4) определение показателей степени не является однозначным и нуждается в 

экспериментальной верификации. 

 

3.4. Результаты и выводы по главе 3 
 

1. Предложен критерий разрушения предельно тонких адгезионных слоев, 

толщина которых рассматривается как линейный параметр. Критерий учитывает 

как знак гидростатического давления, так и влияние слагаемых J-интеграла, 

отвечающих за изменение удельных энергий типа объема и формы, при предельном 

нагружении. Положительное гидростатическое давление способствует 

разрушению, усиливая действие энергии типа формы, в то время как отрицательное 

гидростатическое давление препятствует разрушению. 

2. В случае приближения толщины АС к нулевому значению, результат 

умножения толщины слоя на составляющие изменения удельной упругой энергии 

будет иметь конечное значение. Эти конечные значения, представленные в виде 

линейных комбинаций, отождествляются с величиной J-интеграла. 

3. Характеристики, использующиеся в критерии разрушения адгезива, 

выявляются путем изучения предельных состояний, характеризующихся 

нормальным растяжением и смешанной модой нагружения при заданной величине 

трещины. Для этого используются решения системы линейных уравнений, из 
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которой вычисляются коэффициенты линейной комбинации. Полученные 

результаты демонстрируют высокую точность предложенного критерия по 

сравнению с уже известным при различных длинах трещины в режиме смешанной 

нагрузки I+II. 

4. Проанализированы двухпараметрические критерии. С помощью 

аналитического решения и определения критических значений J-интегралов для 

первой и второй моды нагружения адгезивов рассчитаны коэффициенты для 

предложенных критериев. Применимость предложенных критериев была 

проверена на реальных данных разрушения SLJ соединений при смешанной 

нагрузке I+II. Экспериментальные данные подтверждают высокую точность 

соответствия, при этом критерий, основанный на квазилинейной зависимости от 

удельной энергии изменения объема, наиболее точно отражает критические 

свойства рассматриваемых адгезивов. 
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Глава 4  

Применение критерия разрушение для смешанной моды 

нагружения I+II трещины в адгезиве нулевой толщины 

 

Материал настоящей главы излагается в соответствие с публикациями автора 

данной диссертации [157–158] и в нем рассмотрены предельные состояния тонких 

АС слоистых композитов при нагружениях дефектов в виде слоя нулевой толщины 

смешанной модой. Для вычислений предельных состояний дефектов 

использовался МКЭ, реализованный в ПО Аnsys. Результаты моделирования 

позволили количественно определить значения аддитивных слагаемых J-интеграла 

слоя нулевой толщины для нормального растяжения и поперечного сдвига. 

На основе экспериментальных данных о предельных состояниях АС под 

комбинированным воздействием мод нагружений I и II, а также с учетом 

предельных значений J-интегралов, характерных для каждой из этих мод, были 

рассчитаны параметры, характеризующие зависимость разрушения при 

конкретном сочетании разложения J-интеграла для моды I. Полученные 

результаты были сопоставлены с уже существующим критерием разрушения при 

вариации длины трещины. 

Анализируется влияние представления J-интеграла, рассматривая его как 

сумму двух компонент, отвечающих нормальному растяжению и поперечному 

сдвигу. Предполагается, что компонент нормального растяжения может быть 

представлен как декомпозиция с применением весового коэффициента, в то время 

как изменение удельной энергии типа формы образовывается компонентой 

поперечного сдвига. На основе выбранного набора весовых коэффициентов и 

заданной длины дефекта устанавливаются параметры системы, учитывая 

предельные нагрузки, характерные для нормального растяжения и смешанной 

нагрузки мод I+II. 

Оценены критические значения J-интеграла трещиноподобных дефектов в 

АС при нормальном сжатии с учетом действия гидростатического давления при 

использовании критериев (1.6) и (3.1), отражающие комбинированное воздействие 
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нагружения мод I и II. В качестве допущений принято, что J-интеграл формируется 

суммой аддитивных компонент, каждая из которых характеризует изменение 

удельной энергии, связанной с объемом и формой. Исследования демонстрируют, 

что при значительном превосходстве J-интеграла второй моды нагружения над 

первой модой, критическая величина J-интеграла при нормальном разрыве 

оказывается заметно ниже, чем для аналогичной характеристики в условиях 

сжатия. 

 

4.1.  Исследование разложения J-интеграла на аддитивные 
слагаемые в двухпараметрическом критерии разрушения в случае 
нагружения SLB-образца 
 

Превосходство значений IICJ  над ICJ , наблюдаемое в [131], обусловлено 

воздействием гидростатического давления и инвариантными компонентами 

удельной упругой энергии, определяющими удельные энергии изменения объема 

и формы. Для критериальной характеристики тонкого адгезионного слоя в зоне 

дефекта применяются величины, представляющие собой результат умножения 

инвариантных слагаемых и линейного параметра 0δ . Исследованию подлежат 

различные подходы к моделированию композитов [112, 119, 122, 123], среди 

которых выделяется численное моделирование с использованием МКЭ и 

концепция Нейбера – Новожилова [12, 153–156], обнаружено, что при конечном 

значении толщины адгезионного слоя возможно отсутствие сингулярности 

плотности энергии деформаций в области торца трещиноподобных дефектов. В 

работе [111] введено понятие ЭП, представляющее собой результат умножения 

изменения удельной упругой энергии и линейного параметра 0δ . Исследование, 

представленное в публикации [112], демонстрирует, что при уменьшении 0δ  

значение ЭП стремится к значению инвариантного интеграла слоя нулевой 

толщины, определяемому (1.2). В ситуации, когда толщина АС конечна, отсутствие 

сингулярности напряжений позволяет выразить изменение удельной упругой 

энергии, а значит, и ЭП, как сумму аддитивных слагаемых, не зависящих от 

линейного параметра 0δ . Тем не менее, при исследовании трещины слоя нулевой 
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толщины, разложение, представленное в (1.2), на аддитивные слагаемые при 

нагружении по первой или смешанной моде не является тривиальным. 

Определение значений коэффициентов интенсивностей напряжений возможно с 

применением разных методик, описанных в работах [65, 159–161]. Некоторым из 

этих методов реализованы в коммерческих программных продуктах, основанные 

на методе конечных элементов [107, 141, 151]. Анализ уравнения (1.2) и его 

составляющих, влияющих на изменение удельной энергии объема и формы, 

позволяет создать критерии разрушения, которые будут отражать специфику 

данных характеристик. 

Для экспериментального определения J-интеграла с трещиноподобным 

дефектом, подверженным нагрузкой по моде I, может использоваться ДКБ-

образец. В исследовании [114], посвященном соединению консолей ДКБ-образца с 

помощью АС, определено соотношение для определения 22σ  (3.13) при 

выполнении условий АСν = 0  и 0δ 1h≪ . В работе применена теория пластин 

Миндлина – Рейсснера [162, 163], при , и проанализировано напряженно-

деформированное состояние, возникающее под действием силы Q, приводящей к 

растяжению вершины АС. При использовании ограничения на модули упругости 

материалов консолей ДКБ 3 1E E≪  получено решение для вычисления 

инвариантного интеграла (3.14). 

Инвариантный интеграл при поперечном сдвиге возможно представить в 

виде составляющей, отвечающей за удельную энергию формоизменения ввиду 

того, что при поперечном сдвиге трещиноподобного дефекта, согласно моделям 

[75–77], касательные напряжения в вершине равны нулю, что означает отсутствие 

удельной энергии, связанной с изменением объема: 

 
τ

II IIJ J . (4.1) 

Ввиду тесной взаимосвязи инвариантного интеграла с изменением удельной 

энергии, см. формулу (2.8), являющейся суммой аддитивных слагаемых, для 

изучения нормального растяжения АС с трещиной предлагается декомпозиция 

инвариантного интеграла (3.16). Аналогично, используя формулы (1.2), (3.16) и 
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(4.1), для комбинированного нагружения I+II АС предлагается его декомпозиция в 

виде: 

 
σ τ σ τ

I+II I+II I+IIφ φJ J J    , (4.2) 

где 
σ σ

I+II I I
3J J J  ; 

τ τ τ

I+II I II I II
2 3J J J J J    . 

Отразим критерий при критическом нагружении АС (3.1), опираясь на 

представление (4.2), учитывая, что при комбинированном нагружении 

гидростатическое давление имеет положительное значение: 

   σ τ σ τ

I+II I+II I+II I+II II
1 β γ

C
J J J J J    . (4.3) 

В условиях критических нормального растяжения и комбинированного 

нагружения справедливы следующие соотношения: 
σ τ

I I IC C C
J J J  , 

σ τ

I+II I+II I+IIC C C
J J J  . Используя эти соотношения, из уравнения (4.3) сформируем 

СЛАУ, в которой неизвестными параметрами являются β и γ: 

 
σ σ τ

I I I IIC ICβ γС С СJ J J J J   , (4.4) 

 
σ σ τ

I+II I+II I+II II I+II
β γ

C C C C C
J J J J J   . (4.5) 

Определим параметры β, γ из решения системы (4.4)–(4.5) аналогично 

решению с помощью метода Крамера в п. 3.1: 

 
   

 
σ τ σ τ

I+II I+II II I I I II I+II

σ σ τ τ

I I+II I+II I

β C C C C C C C C

C C C C

J J J J J J J J

J J J J

  



, (4.6) 

 
   

 
σ σ

I II I+II I+II II I

σ σ τ τ

I I+II I+II I

γ C C C C C C

C C C C

J J J J J J

J J J J

  



. (4.7) 

Следовательно, критическое значение инвариантного интеграла (4.3), при 

коэффициентах, найденных с помощью (4.6) и (4.7), предусматривает равенство 

критическим значениям для нагружений нормальным растяжением, поперечным 

сдвигом и определённого сочетания комбинированного нагружения моды I+II. 

Таким образом, определение критических нагружений вершин трещин АС 

путем анализа компонент инвариантных интегралов нормального растяжения, 

поперечного сдвига и опытных измерений предельных величин инвариантных 



82 

интегралов ICJ , IICJ , I+IICJ  является необходимым для применения (4.2), (4.6) и 

(4.7). Важно отметить, что предельное нагружение при нормальном растяжении и 

поперечном сдвиге соответствуют конкретным НДС, в то время как 

комбинированное нагружение I+II может иметь неограниченное число 

релевантных состояний. 

В данном разделе работы проанализировано изменение критического 

значения I+IICJ  в зависимости от длины трещины при комбинированном 

нагружении I+II образца в виде SLB, см. рис. 3.4, исходя из критерия (4.3). Модель, 

предназначенная для расчета, включает две консоли 1 и 2, характеризующиеся 

ортотропными механическими свойствами, указанными в таблице 3.3. Эти консоли 

соединены адгезионным слоем 3, критические свойства которого получены в ходе 

проведения натурного эксперимента, представлены в таблице 1.1. 

Геометрические свойства SLB, опираясь на [104], включают толщину SLB 

15 ммb , ширину пластин 3 ммh , длину дефекта 0 87.5 ммa   и плечо 

воздействия нагрузки 125 ммL . 

Экспериментальные данные по предельным силам exp
F , представленные в 

работе [104], систематизированы и представлены в таблице 3.8. 

Расчет с использованием метода конечных элементов, реализованного в ПО 

Аnsys, применялся для комбинированного нагружения SLB. Для представления 

дефекта применялась модель слоя нулевой толщины, имитирующая предельно 

тонкий АС. Рис. 3.4 иллюстрирует способ расчета компонент инвариантного 

интеграла нормального растяжения и поперечного сдвига с использованием 

алгоритма VCCT [164], который реализован в графическом интерфейсе Аnsys, 

предназначенном для исследования механики разрушения. На основе уравнения 

(1.2) и выявленных компонент инвариантного интеграла вычисляется конечная 

величина J-интеграла. 

Геометрическая модель описывается с помощью четырехузловых 

прямоугольных КЭ с квазилинейными функциями формы (PLANE182) ввиду 

использования двумерной модели. Результаты расчетов компонент инвариантного 
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интеграла для нормального растяжения и поперечного сдвига при АС из Araldite 

AV138 при изменении размеров КЭ в области, прилегающей к окончанию 

трещиноподобного дефекта представлены в таблице 4.1. При расчете с АС из 

материалов Araldite 2015 и Sicaforce 7752 аналогично зафиксированы сходимости 

исследуемых величин. 

 

Таблица 4.1. Расчетные величины компонент инвариантного интеграла для АС из Araldite 

AV138. 

Размеры элементов вблизи 

вершины трещины, мм I , Н ммCJ  II , Н ммCJ  

1 1  0.0632  0.0436  

0.1 0.1  0.0637  0.0442  

0.01 0.01  0.0637  0.0440  

0.001 0.001  0.0638  0.0439  

 

Для моделирования окончательной расчетной модели применялась КЭ сетка, 

основанная на блочной структуре, содержащей 138550 элементов. Вблизи вершины 

дефекта была реализована регулярная сетка с размерами 0.001мм 0.001мм . В 

зоне перехода сетка демонстрирует уплотнение, направленное к окончанию 

трещиноподобного дефекта, тогда как периферийный участок разбивается 

равномерными КЭ 0.1 мм 0.1 мм . 

В исследовании [104] выявлены предельные внешние силы exp
F , указанные в 

таблице 3.8. На основе этих данных, с использованием декомпозиции (4.2), 

рассчитаны предельные величины I+IIC
J  и компоненты I+IIC

J , итоговые значения 

продемонстрированы в таблице 4.2. 

 
Таблица 4.2. Предельные величины при комбинированном нагружении 

Механические свойства Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

I+II , Н ммCJ  0.108  0.684  6.513  

σ

I+II , Н ммCJ  0.021  0.135  1.290  

τ

I+II , Н ммCJ  0.086  0.548  5.223  
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В соответствии с декомпозицией, указанной в (3.16), и исходя из данных 

таблицы 1.1, представим компоненты инвариантного интеграла для случая 

предельного нормального растяжения в таблице 4.3. 

 
Таблица 4.3. Компоненты инвариантного интеграла для случая предельного нормального 

растяжения 

Механические свойства Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 
σ

I , Н ммCJ  0.047  0.180  1.262  

τ

I , Н ммCJ  0.093  0.360  2.524  

 

На основе информации, представленной в таблицах 4.2 и 4.3, в таблицу 4.4 

внесены расчетные величины коэффициентов, определенных формулами (4.6) и 

(4.7), для всех исследуемых адгезивов. 

 

Таблица 4.4. Значения параметров β, γ  

Механические свойства Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 
β, Н мм 97.83 7 3.40 

γ, мм Н -1000 18 -1 

 

На рис. 4.1 проиллюстрировано сравнение критических сил, рассчитанных 

для длин трещин  0
60,70,80,87.5,95,100,110,120a  , отнесенных к 

экспериментально определенной критической силе из работы [104], полученной 

при длине трещины в 0 87.5a   мм, для исследуемых адгезивов. График 1 отражает 

критические нагрузки, соответствующие критерию (1.4) и показателям степеней 

работы из [78], а 2 – критерию (4.3). 
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Рис. 4.1. Взаимосвязь длины дефекта и предельных сил: 

а – Araldite AV138; б – Araldite 2015; в – Sikaforce 7752. 
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Согласно данным, представленным на рис. 4.1, наибольшее расхождение 

предельных сил не превышает 3.11% для адгезива Araldite AV138, 14.79% для 

Araldite 2015 и 6.3% для Sikaforce 7752. Однако, расчетные величины предельных 

сил для адгезивов, определенные с помощью критерия (4.3), демонстрируют 

лучшую согласованность с экспериментальными данными, представленными в 

таблице 3.8, при 0 87.5 ммa  . Важно подчеркнуть, что применение условия 

разрушения (4.3), изученного в [119, 131], без учета влияния предельной величины 

комбинированного нагружения для данного интервала длин дефектов и адгезивов, 

может приводить к погрешностям, достигающих 25 %, что было 

продемонстрировано в разделе 3.3.1. 

В публикации [119] показано, что при анализе значений 
σ

0
δ φ  и 0δ φ  на 

тупиковой грани физического разреза для предельных режимов работы АС с 

учетом их механических характеристик и при уменьшении толщины АС к 

величинам близким к нулю, нормальный разрыв приводит к определенному 

соотношению: 
σ0.41 φ φ 0.54  . Представление J-интеграла для нагружения по 

моде I (3.16) может быть представлено в следующем форме: 

  σ τ

I I I I I1J J J zJ z J     . (4.8) 

где z – весовой коэффициент; 1 3 2 3z  . 

В ситуации с комбинированным нагружением трещины АС при его 

представлении в виде слоя нулевой толщины, формула для расчета декомпозиции 

инвариантного интеграла (1.2) приобретает следующий вид: 

 
     

  
2 2

σ τ 2 2 2

I+II I+II I+II I I II

1 ν 1 ν
1J J J zK z K K

E E

 
      . (4.9) 

На основе критических нагрузок exp
F , выявленных в исследовании [104] (см. 

таблицу 3.8), были определены критические компоненты удельной упругой 

энергии I+IICJ . При полученных данных, представленных в таблице 4.5, 

использованы формула (4.9) и конечно-элементное моделирование нагружения в 
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программном комплексе Ansys при трещиноподобном дефекте в виде 

математического разреза для 1 2z  , 2 3z  . 

 

Таблица 4.5. Критические составляющие J-интеграла для смешанной моды нагружения I+II 

Механические свойства Araldite AV138 Araldite 2015 
Sikaforce 

7752 

1

2
z   

σ

I+IICJ , Н/мм 0.032 0.203 1.935 

τ

I+IICJ , Н/мм 0.076 0.481 4.578 

2

3
z   

σ

I+IICJ , Н/мм 0.043 0.271 2.580 

τ

I+IICJ , Н/мм 0.065 0.413 3.933 

 

В связи с тем, что рассматривается разделение (4.8) компонент J-интеграла, 

соответствующих нормальному растяжению, в таблице 4.6 представлены их 

значения при предельном состоянии, определенные на основе данных из таблицы 

1.1 для 1 2z  , 2 3z  . 

 

Таблица 4.6. Предельные компоненты инвариантного интеграла при нормальном растяжении 

Механические свойства Araldite AV138 Araldite 2015 
Sikaforce 

7752 

1

2
z   

σ

ICJ , Н/мм 0.070 0.270 1.893 

τ

ICJ , Н/мм 0.070 0.270 1.893 

2

3
z   

σ

ICJ , Н/мм 0.093 0.360 2.524 

τ

ICJ , Н/мм 0.047 0.180 1.262 

 

На основе информации, представленной в таблицах 4.5, 4.6, в таблицу 4.7 

внесены вычисленные значения параметров разрыхления, определенных 

формулами (4.6) и (4.7), для исследуемых адгезионных материалов. 
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Таблица 4.7. Значения параметров разрыхления 

Параметр Araldite AV138 Araldite 2015 
Sikaforce 

7752 

1

2
z   

β -52.79 6.08 1.94 

γ , мм/Н 797 11 -1 

2

3
z   

β  -6.48 5.42 1.21 

γ , мм/Н 187 7 0 

 

Рис. 4.2 иллюстрирует сравнение критических сил, рассчитанных на основе 

различных критериев, с экспериментально определенной критической силой, 

представленной в работе [104] для длины трещины 0 87.5a   мм. В расчетах 

использовались различные длины трещиноподобных дефектов исследуемых 

адгезивов при 2 3z  . Кривая 1 отображает результаты, полученные при 

применении критерия (4.3) с учетом распределения удельного потока, который 

определяется формулой (3.16) для нагружения модой I и (4.2) для смешанной моды. 

Кривая 2 отображает результаты, полученные при применении критерия (4.3) с 

учетом распределения удельного потока, который определяется формулой (4.8) для 

нагружения модой I и (4.9) для смешанной моды. 
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Рис. 4.2. Взаимосвязь длины дефекта и предельных сил: 

а – Araldite AV138; б – Araldite 2015; в – Sikaforce 7752. 
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Согласно данным, представленным на рис. 4.2, наибольшее расхождение 

предельных сил не превышает 0.19% для адгезива Araldite AV138, 0.03% для 

Araldite 2015 и 0.35% для Sikaforce 7752. При 1 2z   наибольшее расхождение 

предельных сил 1 и 2 для Araldite AV138 не превосходит 0.09%, для Araldite 2015 

– 0.01%, а для Sikaforce 7752 – 0.03%. 

Анализ полученных данных показал, что в исследованном интервале 

применение разделения (4.9) не приводит к существенным изменениям 

критической нагрузки при соблюдении условия, заданного критерием (4.3). 

В результате подстановки выражения (4.9) в формулу (4.3) получается 

условие разрушения относительно КИН: 

 

 
* 2 * 2 2 * 2 * 4

11 I 12 I II 22 II 33 I IIC
a K a K K a K a K G    , (4.10) 

где  
2

*

11

1 ν
1 βa z

E


  , 

2
2

*

12

1 ν
γa z

E

 
  
 

, 

2
*

22

1 ν
a

E


 ,  

2
2

*

33

1 ν
1 γa z z

E

 
   

 
 

представляют зависимости от коэффициентов z, β, γ. Коэффициенты β, γ являются 

материальными константами. Для определения коэффициента z, который отвечает 

за декомпозицию, указанную в (4.8), необходимо провести анализ нагружения АС 

модой I. 

Важно подчеркнуть, что для определения неизвестных 
*

11
a , 

*

12
a , 

*

22
a , 

*

33
a  

формула (18) нуждается в опытных данных двух нагружений смешанной модой с 

известными предельными величинами ICJ  и IICJ . В отличие от этого, формула (4.3) 

позволяет рассчитать эти коэффициенты, используя результат лишь одного 

эксперимента. 

В исследовании, представленном в [118], авторы выдвинули следующий 

критерий, определяющий момент разрушения. В случае смешанного нагружения 

модой I+II трещиноподобного дефекта наступление разрушения можно 

характеризовать с помощью плотности энергии деформации crS , который 

выражается как квадратичная функция от КИН: 
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2 2

11 I 12 I II 22 II
2

cr
a K a K K a K S   . (4.11) 

В работе [118] рассматривается энергия деформации crS  в области, 

расположенной рядом с вершиной трещиноподобного дефекта, и вводится понятие 

материальной константы. Её расчет осуществляется при известном ICK  в случае 

предельного нормального растяжения. Для определения параметров квадратичной 

функции 11 12 33, ,a a a , участвующих в критерии (4.11), используются 

асимптотические представления при линейной упругости, полученные при анализе 

энергии деформации в области вершины дефекта, сформированной 

комбинированным нагружением I+II. Стоит отметить, что критерии (4.11) и (1.2) 

игнорируют разницу предельных величин характеристик трещиностойкости при 

нормальном разрыве и поперечном сдвиге. 

 

4.2.  Применение одно и двухпараметрического критерия 
разрушения для случая нормального сжатия 
 

Анализ критического состояния трещин, возникающих при сжатии в 

однородных материалах [165, 166], демонстрирует существенные различия в 

механизмах их образования по сравнению с трещинами, образующимися при 

растяжении. Для определения прочности конструкций с трещиноподобными 

дефектами, в расчет включаются параметры, определяющие повышенную 

трещиностойкость при сжатии [167–170]. Процессы развития трещин под 

действием гидростатического давления при динамических нагрузках изучены в 

работах [171, 172]. 

Композиты с адгезионными слоями демонстрируют значительное 

превышение критического значения J-интеграла трещиноподобного дефекта при 

(В режиме II нагружения наблюдается отличие по сравнению с режимом I [78, 132]. 

Исследователи [146] объясняют это различие ролью гидростатического давления, 

которое в режиме I нагружения оказывается ключевым фактором для адгезии.) 

поперечном сдвиге ( IICJ ), по сравнению с нормальным растяжением ( ICJ ) [78, 132]. 

Исследование [146] связывает эту особенность с влиянием гидростатического 
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давления, которое оказывает существенное воздействие на АС при нормальном 

растяжении, в то время как при поперечном сдвиге оно отсутствует. Исходя из 

установленной зависимости между НДС вершины трещины, ее относительно 

малой толщины и величины инвариантного интеграла, как показано в [146], 

предложен подход декомпозиции инвариантного интеграла на компоненты, каждая 

из которых отвечает за удельную (к единице поверхности) энергию типа удельной 

энергии объема и формы. В результате этого подхода были разработаны условия 

разрушения для материалов, подвергающихся комбинированному нагружению 

I+II. Поскольку гидростатическое сжатие повышает прочность материала, 

компоненты, отвечающие за удельную энергию типа объема инвариантного 

интеграла, умножаются на величину сигнатуры гидростатического давления σ . 

При нагружении нормальным растяжением и поперечным сдвигом, при условии 

неотрицательного гидростатического давления, достижение инвариантным 

интегралом предельных величин ICJ  и IICJ , необходимых для выполнения 

критериев, выполняется без каких-либо дополнительных условий. В данном 

разделе исследования анализируется величина инвариантного интеграла при 

нормальном сжатии 
compr

IC
J , учитывая предельные величины ICJ  и IICJ , для 

трещины, представленной математическим разрезом в адгезионном слое 

композита, обладающего линейно-упругими свойствами. 

Определение предельного нагружения при нормальном сжатии дефекта 

адгезионного слоя достигается путем применения декомпозиции инвариантного 

интеграла, соответствующего комбинированному нагружению I+II, описанного в 

[146], в виде выражения (4.2) и однопараметрический критерий разрушения в виде 

[146]: 

    σ τ

I+II I+II II1 sign σ β' + = CJ J J . (4.12) 

где II I

σ

I

β' C C

C

J J

J


  – параметр, характеризующий «разрыхление» адгезива. 

В рамках нагружения адгезива модой I, при условиях  sign σ 1 , II 0J  , 

σ σ

I+II I
=J J , 

τ τ

I+II I
=J J , выражение (4.12) в критическом состоянии принимает вид: 
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σ τ

I I I
+ =

C
J J J . При нагружении трещиноподобного дефекта адгезива в композитном 

образце поперечным сдвигом (нагружение по моде II) наблюдается следующая 

зависимость: 
τ

II II II
= =

C
J J J . 

В случае нормального сжатия адгезива с трещиноподобным дефектом без 

учета взаимодействия берегов трещины [173–175] имеет место  sign σ 1  , 

II 0J  , 
σ σ

I+II I
=J J , 

τ τ

I+II I
=J J , что в итоге формирует следующую взаимосвязь: 

  compr
σ τ compr

I I I II I
+ 2

C C C
J J J J J   . (4.13) 

В качестве критерия разрушения АС используется двухпараметрический 

подход, описанный в [146]: 

     σ τ σ τ

I+II I+II I+II I+II II1 sign σ β γsign σ CJ J J J J    . (4.14) 

Определение характеристик «разрыхления» АС осуществляется с учетом 

условия разрушения (4.14) применительно к нормальному растяжению: 

 
2

I I II I
β 3 2γ( ) 9

C C C C
J J J J   . (4.15) 

а также соблюдение условия (4.14) при комбинированном нагружении в случае 

неотрицательного гидростатического давления: 

 
σ σ

I+II I+II I+II II I+II
β γ

C C C C C
J J J J J   . (4.16) 

Используя величины характеристик «разрыхления» определенного 

адгезионного материала, рассчитанные по формулам (4.15) и (4.16), из (4.14) можно 

вычислить предельные величины инвариантного интеграла, соответствующему 

нормальному сжатию адгезионного слоя: 

  compr
σ τ compr 2

I I I II I I
+ β 3 2γ( ) 9

C C C C
J J J J J J    . (4.17) 

Согласно формулам (4.13) и (4.17), определение критического значения J-

интеграла при нормальном сжатии трещины в АС требует определения двух 

констант: ICJ  и IICJ . При применении формулы (4.17) дополнительно нужно учесть 

параметры, характеризующие степень «разрыхления» АС. 

Для оценки критического состояния при нормальном сжатии изучается 

конкретный случай с адгезивом Araldite AV138. Приняты предельные величины 
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инвариантных интегралов:  I
200 140 Н м

C
J   и  II

380 352 Н м
C

J  . Будем 

исходить из данных, предоставленных изготовителем, а также из опытных 

результатов, представленных в публикации [78], в скобках указаны значения, 

соответствующие опытным данным. Для определения характеристик 

«разрыхления», применяются данные из публикации [132], в которой критическое 

состояние при смешанном нагружении моделируется с использованием SLJ 

соединения, изображенного на рис. 3.1. 

В представленной на рис. 3.1 схеме две пластины 1 и 2, имеющие идентичные 

геометрические параметры, соединяются адгезивом 3 протяженностью l . Левый 

торец пластины 1 подвергается воздействию горизонтальной силы 1F F e , в то 

время как правый край пластины 2 фиксирован, исключая любые перемещения. 

Остальные участки образца не испытывают внешних нагрузок. 

Согласно публикации [132], Al6082-T651, со свойствами 70ГПаE  ,  

ν = 0.3, используется в виде материала консолей. Изучались образцы с постоянной 

общей длиной 2 180 ммa l  , 25 ммB  . Толщина пластин h  для всех образцов 

была фиксирована и равна 3 мм. Менялась длина участка, склеенного адгезивом, 

от 1 12.5 ммl   до 4 50 ммl   с шагом 12.5 ммl  . Установим характеристики 

«разрыхления» при определённой предельной силе 4 9300 НF   и связанной с ней 

длиной зоны сопряжения 4 50 ммl  . Расчет инвариантного интеграла выполнялся 

с помощью МКЭ, реализованным в ПО Ansys [151], при этом применялась 

стандартная процедура VCCT [164], входящая в состав модуля анализа механики 

разрушения. В модели принято, что АС описывается слоем нулевой толщины. В 

модели принято, что АС описывается слоем нулевой толщины. 

При моделировании определены величины двух мод при предельном 

нагружении: I 113.16 Н мCJ   и II 227.79 Н мCJ  . Сумма определённых величин 

представляет собой предельную величину инвариантного интеграла для 

исследуемой смешанной моды нагружения: I+II 340.95 Н мCJ  . Используя 

формулы (4.2), (4.15) и (4.16), а также экспериментальные данные о прочностных 

характеристиках адгезива из источника [78], рассчитаны параметры, 
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характеризующие степень «разрыхления» адгезива:  β 4.0065 6.4326 , 

 γ 0.0098 0.0202    м/Н (в скобках указаны значения, соответствующие [78]). 

Вычисления, проведенные на основе формул (4.13) и (4.17), позволяют определить 

значение  compr

I 560 564 Н мCJ  , в скобках указано значение согласно опытным 

данным из публикации [78]. Проанализированы относительные предельные 

величины инвариантного интеграла при нормальном сжатии: 

 compr

I I 2.8 4.029C CJ J  . В случае более существенной разницы в предельных 

величинах инвариантных интегралов нормального растяжения и поперечного 

сдвига, например  II I 10.9 5.4C CJ J  , что наблюдается у адгезива Araldite 2015 

[78], относительная предельная величина нормального сжатия будет заметно 

возрастать. 

 

4.3. Результаты и выводы по главе 4 
 

1. Предложен новый критерий, определяющий момент разрушения тонкого 

АС в композитном материале при смешанном нагружении I и II моды. Критерий 

основан на декомпозиции инвариантного интеграла на составляющие, отвечающие 

за удельные энергии изменения объема и формы. Предполагается, что компонент 

инвариантного интеграла, отвечающий за нормальное растяжение, можно 

разложить на составляющие с учетом весового коэффициента, а компонент, 

отвечающий за поперечный сдвиг, непосредственно определяет удельную энергию 

формы. 

2. Рассчитаны параметры критерия на основе исследований критических 

состояний, соответствующих моде I и смешанному нагружению I+II, при 

различных значениях коэффициента, определяющего характер разложения J-

интеграла, для фиксированной длины трещиноподобного дефекта. 

3. Определена величина критического значения J-интеграла 

трещиноподобного дефекта адгезионного слоя в условии нормального сжатия. 

Полученные результаты демонстрируют, что существенные отличия в предельных 
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величинах инвариантных интегралов моды I и II, а также воздействие 

гидростатического сжатия, создают значительную разницу между нормальным 

разрывом и сжатием. 

 

Заключение 
 

Анализируя обзор текущего состояния исследований по моделированию 

развития трещиноподобных дефектов, а также опытные и теоретические данные, в 

части критериев распространения трещин при критических нагружениях были 

определены ключевые цели и вектор научных изысканий, заключающиеся в 

определении НДС окрестности трещиноподобного дефекта при задании 

адгезионного слоя конечной толщиной; для модели слоя нулевой толщины – КИН 

при различных модах нагружения (I, II, I+II); разработка методов расчета 

характеристики трещиностойкости в виде J-интеграла при конечно-элементном 

решении; определение аддитивных компонент J-интеграла и их взаимосвязь в 

состоянии разрушения; разработка критерия разрушения трещиноподобных 

дефектов адгезионных слоев при смешанной (I+II) моде нагружения. 

Во второй главе диссертационной работы при моделировании 

трещинопободного дефекта в виде физического разреза с линейным параметром в 

виде толщины разреза определена энергетическая характеристика типа 

J-интеграла. Уменьшение линейного параметра приближает характеристику к 

величинам, аналогичным J-интегралам, применяемым для моделирования трещин 

в случае модели слоя нулевой толщины под действием I и II мод нагружений. В 

случае изучения взаимодействия тел, скрепленных тонкими адгезионными слоями, 

отличающимися значительно меньшим модулем Юнга по сравнению с основным 

материалом, расчеты методом конечных элементов позволяют рассматривать 

введенную характеристику торцевой зоны трещины в АС как эквивалентную 

величину J-интеграла в случае дефекта в виде математического разреза. 

Исследование удаления конечного элемента с помощью простой разгрузки 

узловых сил показало, что удельная полная работа узловых сил, сближается с 

величиной J-интеграла дефекта в виде математического разреза при стремлении к 
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нулю длины грани тупикового конечного элемента. В случае малых размеров 

элементов удельная работа исключение элемента сохраняет практически 

постоянное значение. Анализ, основанный на конечно-элементном моделировании 

с использованием элементов конечного размера, показывает, что исключение КЭ 

вызывает выделение энергии, эквивалентное потоку удельной упругой энергии 

слоя нулевой толщины. Изучение сходимости удельной работы узловых сил при 

исключении КЭ, образующего вершину трещиноподобного дефекта, позволяет 

вычислить КИН для модели трещины в виде слоя нулевой толщины. 

В третьей главе диссертационной работы для определения момента 

разрушения тонких адгезионных слоев, толщина которых рассматривается как 

линейный параметр, предложен новый критериальный подход. Он учитывает 

влияние как гидростатического давления, так и вклад энергий, связанных с 

удельными энергиями типа энергий изменения объема и формы в критическом 

состоянии. Положительное гидростатическое давление способствует разрушению, 

усиливая влияние энергии типа формы, в отличие от отрицательного 

гидростатического давления, которое, напротив, препятствует процессу 

разрушению. Когда толщина адгезионного слоя стремится к нулю, произведение 

этой толщины на составляющие изменения удельной упругой энергии дают 

конечные результаты. Эти конечные величины, выраженные в виде линейных 

комбинаций, отождествляются со значением J-интеграла. Критерий разрушения 

адгезива основывается на характеристиках, определяемых посредством изучения 

предельных состояний, возникающих при нормальном разрыве и смешанной 

нагрузке (мода нагружения I+II) с фиксированной длиной трещиноподобного 

дефекта. Для этого используются решения системы линейных уравнений, из 

которой вычисляются коэффициенты линейной комбинации. Полученные данные 

свидетельствуют о высокой точности предложенного критерия, который 

превосходит существующие аналоги в различных сценариях со смешанным 

нагружением (мода I+II) и при разных длинах трещиноподобного дефекта. В работе 

изучены двухпараметрические критерии. Для их оценки использовался 

аналитический подход, включающий вычисление критических значений J-
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интегралов для первой и второй моды нагружения адгезивов. Полученные 

результаты позволили определить коэффициенты рассмотренных критериев. 

Эффективность предложенных критериев подтверждена на экспериментальных 

данных о разрушении SLJ соединений при смешанной нагрузке I+II. Исследование 

показало высокую точность предсказаний, а критерий, использующий 

квазилинейную зависимость от удельной энергии типа энергии изменения объема, 

наиболее точно описывает критические характеристики исследуемых адгезивов. 

В четвертой главе диссертационной работы внедрен новый критериальный 

подход для определения момента разрушения тонкого АС в композитном 

материале при смешанном нагружении I и II моды. Критерий основан на 

декомпозиции инвариантного интеграла на составляющие, отвечающие за 

удельные энергии изменения объема и формы. Предполагается, что компонент 

инвариантного интеграла, отвечающий за нормальное растяжение, можно 

разложить на составляющие с учетом весового коэффициента, а компонент, 

отвечающий за поперечный сдвиг, непосредственно определяет удельную энергию 

формы. Рассчитаны параметры критерия на основе исследований критических 

состояний, соответствующих моде I и смешанным нагружением (мода I+II), при 

различных значениях коэффициента, определяющего характер разложения J-

интеграла, для фиксированной длины трещиноподобного дефекта. В ходе 

исследования установлено критическое значение J-интеграла для 

трещиноподобных дефектов адгезионного слоя, подверженным нагружению по 

моде I. Исследование демонстрирует, что существенные отличия в предельных 

величинах инвариантных интегралов моды I и II, а также воздействие 

гидростатического сжатия, создают значительную разницу между нормальным 

разрывом и сжатием. 

В настоящем исследовании были достигнуты следующие результаты и 

получены выводы: 

1. Разработан метод нахождения энергетической характеристики типа J-

интеграла, путем интегрирования НДС по контуру физического разреза, 

включающему берега разреза и его торцевую грань, при нагружении I и II модой. 
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Рассмотренная энергетическая характеристика, на торцевом участке адгезионного 

дефекта, может быть сопоставлена с J-интегралом для слоя нулевой толщины в 

случае существенного превышения модуля упругости несущего материала над 

модулем упругости адгезива; 

2. На основе МКЭ решения разработан метод вычисления энергетической 

характеристики типа J-интеграла, использующий удельную работу узловых сил на 

узловых перемещениях, которая ассоциирована с энергией образования новых 

материальных поверхностей. При уменьшении длины грани тупикового конечного 

элемента, удельная полная работа узловых сил КЭ сходится к значению 

инвариантного интеграла дефекта в виде математического разреза; 

3. На основе аддитивного разложения J-интеграла предложен критерий 

разрушения предельно тонких адгезионных слоев при смешанной моде нагружения 

(I+II). Критерий учитывает влияние как гидростатического давления, так и вклады 

удельных энергий изменения объема и формы материала при его разрушении. При 

определении параметров критерия учитывается анализ предельных состояний, 

нормальный разрыв и смешанная мода нагружения I+II при тождественном 

удовлетворении предельного состояния поперечного сдвига. 

4. На основе предложенного критерия проанализировано критическое 

состояния нормального сжатия трещины. Показано, что критическое значение J-

интеграла при нормальном сжатии существенно превышает аналогичную 

характеристику разрыва. 

5. Разделение J-интеграла на различные аддитивные слагаемые влияет только 

на значение параметров «разрыхления» оставляя расчетную внешнюю нагрузку 

неизменной. 
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