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ВВЕДЕНИЕ 

 Актуальность работы. Широкое применение теории дифракции в ис-

следовательской и производственной практике требует разработки все бо-

лее точных математических моделей, адекватно описывающих реально 

наблюдаемые дифракционные процессы. Для многих технических задач 

актуальна проблема взаимодействия акустических волн в жидкости с упру-

гими телами различной конфигурации. 

 Распространение и дифракция волн в упругих средах изучались в рабо-

тах Бабешко В.А., Бреховских Л.М., Векслера Н.Д., Горшкова А.Г., Гузя 

А.Н., Завадского В.Ю., Исаковича М.А., Кубенко В.Д., Кузнецова С.В., 

Лямшева Л.М., Молоткова Л.А., Петрашеня Г.И., Поручикова В.Б., Тарла-

ковского Д.В., Шендерова Е.Л., Allegra J.R., Faran J.J., Flax L., Hook J.F., 

Lock M.H., Stoneley R., Thomson W.T., Uberall H., Varadan V.K., Varadan 

V.V. и др. 

 Большинство исследований в теории дифракции звуковых волн на 

упругих телах относится к телам из однородного материала. Но характер-

ной особенностью всякого реального материала является его неоднород-

ность. Неоднородную структуру материал может приобрести в процессе 

изготовления, в частности, для придания ему требуемых свойств (функци-

онально-градиентные материалы, слоистые композиты), а также при экс-

плуатации под воздействием температурных полей, магнитных полей, об-

лучения, влажности. Кроме того, встречается неоднородность природного 

происхождения (грунты, горные породы, биологические ткани). Актуаль-

ности исследований дифракции звуковых волн на телах со сложной реоло-

гией способствуют современные задачи гидроакустики, судовой акустики, 

дефектоскопии, медицинской диагностики, биомеханики, геофизики.  

 Построение решений прямых задач дифракции звуковых волн на неод-

нородных упругих телах для произвольных законов изменения материаль-

ных параметров тел связано с большими математическими трудностями.  
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 Обратные задачи дифракции звука на упругих телах приводят к мало-

исследованным математическим проблемам, требующим новых подходов 

и методов решения. Необходимость решения таких задач возникает при 

определении неизвестных свойств рассеивателя (свойств материала, гео-

метрических параметров).  

 Результаты исследований прямых и обратных задач дифракции звуко-

вых волн на неоднородных упругих телах приведены в работах Бобров-

ницкого Ю.И., Бреховских Л.М., Бурова В.А., Воровича И.И., Коваленко 

Г.П., Медведского А.Л., Молоткова Л.А., Приходько В.Ю., Скобельцына 

С.А., Толоконникова Л.А., Тютекина В.В., Шендерова Е.Л., Beilina L., Col-

ton D., Kress R. и др. При этом тепловые процессы в упругих телах исклю-

чались из рассмотрения. 

 Деформирование упругого тела под воздействием внешнего акустиче-

ского поля сопровождается изменением температуры тела. Возникает вза-

имное влияние полей деформаций и температуры. Таким образом, при ре-

шении задач дифракции звука появляется необходимость учитывать 

термоупругость рассеивателя. Для некоторых материалов этот учет имеет 

существенное значение.  

 Результаты исследований термоупругого состояния тел содержатся в 

работах Амбарцумяна С.А., Болотина В.В., Ватульяна А.О., Коваленко 

А.Д., Коляно Ю.М., Ломазова В.А., Ломакина В.А., Нестерова С.А., Но-

вацкого В., Подстригача Я.С., Пшеничнова С.Г., Россихина Ю.А., Шити-

ковой М.В., Babaei R., Lukasievicz S.A, Qian R.E, Furuhashi R. и др.  

 Во всех упомянутых выше исследованиях воздействие звуковых волн 

на термоупругие тела не рассматривалось. Поэтому важной проблемой яв-

ляется изучение совместного влияния неоднородности и термоупругости 

тел на их звукооторажающие свойства.  

 Цель работы состоит в исследовании акустических полей, рассеянных 

неоднородными термоупругими телами. 
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 Для достижения этой цели необходимо: 

‒ построить математическую модель взаимодействия акустических волн с 

неоднородными термоупругими телами; 

‒ разработать новые методы, позволяющие решать прямые и обратные за-

дачи дифракции звуковых волн на неоднородных термоупругих телах; 

‒ провести верификацию разработанных теоретических положений путем 

решения представительного набора прямых и обратных задач дифракции 

звуковых волн на неоднородных термоупругих телах. 

 Научная новизна работы заключается в следующем: 

‒ построена математическая модель дифракции гармонических звуковых 

волн на неоднородных термоупругих телах, граничащих с теплопровод-

ными жидкостями; 

‒ предложен метод решения прямых задач дифракции звука на неоднород-

ных термоупругих телах; 

‒ поставлены и решены прямые задачи дифракции гармонических звуко-

вых волн на плоских, цилиндрических и сферических термоупругих телах 

различной неоднородной структуры (непрерывно-слоистых телах, одно-

родных телах с непрерывно- или дискретно-слоистыми покрытиями);  

‒ исследовано влияние неоднородности и термоупругости тел на рассеяние 

звука; 

‒ показана возможность изменения звукоотражающих свойств термоупру-

гих тел с помощью неоднородных покрытий; 

‒ осуществлено математическое моделирование непрерывно-слоистых 

термоупругих покрытий многослойными покрытиями; 

‒ предложен метод решения обратных задач дифракции звука на неодно-

родных термоупругих телах, основанный на использовании решений пря-

мых дифракционных задач; 
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‒ поставлены и решены обратные дифракционные задачи об определении 

законов неоднородности термоупругих тел с заданными звукоотражающи-

ми свойствами.  

 Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссертаци-

онной работы представляют собой вклад в теорию дифракции звука на де-

формируемых телах. Получила развитие теория дифракции звуковых волн 

на неоднородных термоупругих телах, граничащих с теплопроводными 

жидкостями. 

 Результаты работы могут быть использованы в гидроакустике для зву-

ковой эхолокации различных объектов; в судовой акустике при изучении 

акустических характеристик судовых конструкций; в дефектоскопии для 

разработки методов неразрушающего контроля; в медицине при разработ-

ке методов ультразвуковой диагностики; в архитектурной акустике; для 

проектирования промышленных материалов и конструкций с требуемыми 

звукоотражающими свойствами. 

 Методы исследования. В диссертационной работе используются ана-

литические и численные методы исследования. 

 Решение прямых задач дифракции звуковых волн на неоднородных 

термоупругих телах получено в рамках линейной теории связанной темо-

упругости и гидродинамики теплопроводной сжимаемой жидкости.  

 Аналитическое описание волновых полей получено на основе метода 

разделения переменных с использованием разложений по волновым функ-

циям. 

 Решение краевых задач для системы линейных обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, возникающих при определении полей смещений 

и температуры в неоднородном термоупругом теле, находится методом 

сплайн-коллокации с использованием аппарата кубических B-сплайнов.   

 Решение обратных дифракционных задач приводится к нелинейной за-

даче математического программирования. Нахождение условного экстре-
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мума целевой функции со многими переменными выполняется методами 

случайного поиска и покоординатного спуска. 

 Достоверность полученных результатов вытекает из корректной по-

становки задач и обоснованности применяемых математических методов; 

обеспечивается проведением расчетов на ЭВМ с контролируемой точно-

стью; подтверждается совпадением полученных решений с известными ре-

зультатами для частных и предельных случаев, а также с решениями в спе-

циализированных пакетах. 

 Положения, выносимые на защиту:  

‒ математическая модель дифракции гармонических звуковых волн на не-

однородных термоупругих телах, граничащих с теплопроводными жидко-

стями; 

‒ метод решения прямых задач дифракции звука на неоднородных термо-

упругих телах; 

‒ решения прямых задач дифракции гармонических звуковых волн на 

непрерывно-слоистых термоупругих телах (слоях плоской, цилиндриче-

ской и сферической формы) и на однородных термоупругих телах (плос-

ком слое, цилиндре, шаре) с непрерывно- или дискретно-слоистыми тер-

моупругими покрытиями; 

‒ метод решения обратных задач дифракции звука на неоднородных тер-

моупругих телах; 

‒ решения обратных дифракционных задач об определении законов неод-

нородности термоупругих тел с оптимальными звукоотражающими свой-

ствами;  

‒ результаты численных исследований решений прямых и обратных задач 

о рассеянии звука неоднородными термоупругими телами.  

 Апробация работы. Результаты диссертационной работы докладыва-

лись: 
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‒ на ежегодных научно-технических конференциях профессорско-

преподавательского состава Тульского государственного университета 

(Россия, Тула, 2003-2021); 

‒ на международных научных конференциях «Современные проблемы ма-

тематики, механики, информатики» (Россия, Тула, ТулГУ, 2003, 2005-

2007, 2009, 2010, 2013, 2014); 

‒ на II Всероссийской акустической конференции, совмещенной с XXX 

сессией Российского акустического общества (Россия, Нижний Новгород, 

ИПФ РАН, 2017); 

‒ на Международных научно-технических конференциях «Актуальные 

проблемы прикладной математики, информатики и механики» (Россия, 

Воронеж, ВГУ, 2017, 2018, 2021); 

‒ на 8-й, 10-й, 11-й Всероссийских научных конференциях с международ-

ным участием "Механика композиционных материалов и конструкций, 

сложных и гетерогенных сред" им. И.Ф. Образцова и Ю.Г. Яновского (Рос-

сия, Москва, ИПРИМ РАН, 2018, 2020, 2021); 

‒ на XXVI, XXVII и XXVIII Международных симпозиумах «Динамические 

и технологические проблемы механики конструкций и сплошных сред» 

им. А.Г. Горшкова, (Россия, Москва, Вятичи, МАИ, НИИ механики МГУ 

им. М.В. Ломоносова, НИИ механики ННГУ  им. Н.И. Лобачевского, 2020, 

2021, 2022). 

 Публикации. По теме диссертации опубликовано 41 работа, в том 

числе: 13 статей в изданиях, индексируемых в базах данных Web of 

Science, Scopus; 11 статей в изданиях, рекомендованных ВАК Минобрнау-

ки РФ; 2 монографии. Получены 5 свидетельств о государственной реги-

страции программ для ЭВМ.  

 На различных этапах работа поддерживалась грантами РФФИ (проекты 

06-01-00701, 09-01-97504, 11-01-97509, 13-01-97514, 16-41-710083, 19-41-
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710005), Минобрнауки России (государственное задание № 1.1333.2014 К), 

Российского научного фонда (проект № 18-11-00199). 

 Личный вклад. Модель в главе 1 и решения задач, представленные в 

разделах 2.4, 2.5.1, 2.6, 2.7.2, 3.1, 3.2, 3.3.1, 3.3.2, получены автором. Реше-

ния задач, приведенные в разделах 2.1, 2.2, 2.3, 2.5.2, 2.7.1, 2.8, 3.3.3, изло-

жены на основе совместных работ с Толоконниковым Л.А. Личный вклад 

автора в эти работы состоит в постановке и получении аналитических и 

численных решений задач, проведении численных исследований и анализе 

результатов.   

 Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех 

глав, заключения и списка литературы. Работа содержит 272 страницы, в 

том числе 118 рисунков и 12 таблиц. Список литературы включает 290 

наименований. 
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1. О ДИФРАКЦИИ ЗВУКОВЫХ ВОЛН  

НА НЕОДНОРОДНЫХ УПРУГИХ И ТЕРМОУПРУГИХ ТЕЛАХ 

 

 1.1. Обзор литературы по проблеме дифракции звуковых волн на 

неоднородных деформируемых твердых телах  

 В настоящем обзоре обсуждаются работы по решению прямых и об-

ратных задач дифракции звука на неоднородных деформируемых твердых 

телах. 

 1.1.1. Прямые задачи 

 Большинство исследований в теории дифракции звуковых волн на де-

формируемых твердых телах относится к однородным упругим телам, в 

частности, к телам с плоскими границами (см., например, [9, 102, 233, 

236]), к цилиндрическим телам (см., например, [31, 103, 242, 245, 248]), к 

сферическим телам (см., например, [63, 245, 247, 250, 258, 287]), к сферои-

дальным телам (см., например, [52‒54, 124, 246, 255]).  

  Менее значительно представлены исследования дифракции звука на 

неоднородных упругих телах. Прежде всего это связано с трудностью ре-

шения уравнений движения сплошной среды, в которых коэффициенты, 

описывающие физико-механические характеристики материала тела, яв-

ляются функциями пространственных координат. В случае, когда матери-

альные параметры тела зависят только от одной координаты, задача упро-

щается, однако остается достаточно сложной. 

  Прямые задачи дифракции звуковых волн на неоднородных дефор-

мируемых твердых телах рассматривались в ряде работ, причем в боль-

шинстве из них исследуемые волновые поля являлись гармоническими. 

Среди этих работ сначала укажем те, которые относятся к изотропным те-

лам. 

 В [9] получено решение задачи об отражении плоской звуковой волны 

от системы однородных упругих плоских слоев, ограниченных сверху 
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жидким, а снизу однородным упругим полупространствами. В [233] 

найдено решение задачи о прохождении плоской звуковой волны через та-

кую многослойную систему, ограниченную жидкими полупространствами.  

 Решена задача определения коэффициентов отражения и преломления 

плоской звуковой волны, падающей из жидкости на твердое полупро-

странство, плотность и коэффициенты Ламе которого изменяются с глуби-

ной согласно степенной зависимости [58] или являются гладкими функци-

ями глубины полупространства [57]. Причем в последнем случае среда, 

заполняющая полупространство, полагалась слабонеоднородной. С помо-

щью импедансного метода [105, 225, 226] рассчитаны коэффициенты от-

ражения плоских звуковых волн от твердых плоских слоев и полупро-

странств с переменными материальными параметрами [120]. При этом 

неоднородное полупространство моделировалось системой «неоднород-

ный слой на однородном полупространстве».  

 В [257] изучено отражение и прохождение плоской звуковой волны 

через панели из функционально-градиентных материалов. В [230, 231] рас-

смотрена задача о прохождении плоской звуковой волны через плоский 

слой композита конечной толщины. Предполагается, что композит состоит 

из взаимно чередующихся слоев упругого и вязкоупругого изотропных ма-

териалов. В [243, 289, 290] исследовано прохождение звука через сэндвич-

панели.  

 Показана возможность изменения звукоотражающих свойств одно-

родной упругой пластины произвольной толщины с помощью покрытия в 

виде упругого плоского слоя с непрерывно изменяющимися по толщине 

плотностью и модулями упругости при падении на пластину с покрытием 

плоской звуковой волны [112, 211, 213, 224] и цилиндрической звуковой 

волны [111, 212]. При этом в [111, 212, 213, 224] полагалось, что пластина 

с покрытием граничит с идеальными жидкостями, а в [112, 211] ‒ c вязки-

ми. Кроме того, в [112, 213] дифракционная задача решена для двух случа-
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ев расположения покрытия пластины. В первом случае покрытие граничит 

с полупространством, из которого падает волна, а во втором случае ‒ с по-

лупространством в которое волна проходит. 

 В [147] с использованием метода конечных элементов (МКЭ) решена 

задача о рассеянии плоской звуковой волны однородной упругой ограни-

ченной криволинейной пластиной, имеющей сферическую полость и 

оснащенной непрерывно-неоднородным упругим покрытием.  

 В [104] найдено решение задачи дифракции акустического поля то-

чечного ненаправленного источника на многослойной цилиндрической 

оболочке, состоящей из произвольного числа упругих коаксиальных слоев 

любой толщины. В [235] решена задача дифракции плоской звуковой вол-

ны на системе однородных упругих коаксиальных цилиндрических слоев 

произвольной толщины при нормальном падении волны на эту систему. 

 В [225] с использованием импедансного метода расчета виброакусти-

ческих характеристик цилиндрических тел, упругие и инерционные пара-

метры которых являются кусочно-непрерывными функциями радиальной 

координаты, решены задачи о рассеянии и прохождении плоской звуковой, 

нормально падающей на слоисто-неоднородный полый цилиндр. В [3] 

предложено развитие рассмотренного в [225] импедансного метода приме-

нительно к расчету рассеяния плоских звуковых волн на цилиндрических 

радиально-слоистых телах в виде сплошных и полых цилиндров. Получе-

ны решения двумерных задач о рассеянии цилиндрической [215] и плоской 

[127] звуковых волн непрерывно-слоистым упругим полым цилиндром, 

снаружи и в полости которого находятся вязкие жидкости. 

 Рассматривалось покрытие в виде упругого цилиндрического слоя с 

непрерывно изменяющимися по толщине плотностью и модулями упруго-

сти для изменения звукоотражающих свойств абсолютно жесткого цилин-

дра [126, 183], однородного упругого сплошного цилиндра [180, 189, 196] 

и однородного упругого полого цилиндра с концентрической цилиндриче-
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ской [185] и неконцентрической эллиптической [66] полостями. Такие по-

крытия рассматривались и применительно к системе тел из двух одинако-

вых однородных упругих цилиндров при нормальном падении на них 

плоской звуковой волны [176]. Схожая по постановке задача для системы 

тел из двух одинаковых непрерывно-слоистых упругих цилиндрических 

слоев с абсолютно жесткими  включениями решена ранее в [210].  

 В [117] методом конечных элементов найдено решение задачи о рас-

сеянии звука упругим цилиндром с кусочно-непрерывным неоднородным 

упругим покрытием.  

 Изучено прохождение звука через цилиндрическую оболочку из 

функционально-градиентного материала [241, 269]. 

 В указанных выше работах рассматривались цилиндрические тела с 

круговым сечением. В [56] получена приближенная система связанных 

обобщенных волновых уравнений удобная для описания высокочастотных 

колебаний упругих твердых тел, параметры которых зависят от одной ко-

ординаты. В этой работе плоская задача о дифракции плоской акустиче-

ской волны на неоднородном упругом цилиндре произвольного попереч-

ного сечения сведена к системе интегро-дифференциальных уравнений. 

Решена задача дифракции плоской [207] и цилиндрической [97] звуковых 

волн на упругом эллиптическом цилиндре с круговой цилиндрической по-

лостью, плотность и модули упругости которого являются непрерывными 

функциями радиальной координаты. В [46] найдено решение задачи ди-

фракции плоской звуковой волны на однородной упругой оболочке (за-

мкнутой или имеющей форму полого цилиндра) достаточно общей формы 

с покрытием в виде неоднородного упругого слоя c зависимостью плотно-

сти и модулей упругости от его постоянной толщины.  

 В [119] с помощью импедансного метода приведено решение задачи о 

рассеянии плоской звуковой волны радиально-слоистой упругой сфериче-

ской оболочкой.  
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 Получены решения задач дифракции плоской [190], сферической 

[214], цилиндрической [182] звуковых волн на однородном упругом шаре с 

непрерывно-слоистым покрытием. Такое покрытие рассматривалось и 

применительно к однородному упругому шару с произвольно расположен-

ной сферической полостью при падении на него плоской звуковой волны 

[178]. С помощью матричного метода [10, 109] решена задача дифракции 

плоской звуковой волны на однородном упругом шаре с многослойным 

упругим покрытием [184]. В этой работе с использованием полученных в 

[190] результатов показана возможность математического моделирования 

непрерывно-слоистого покрытия упругого шара многослойным покрытием 

по диаграммам рассеянного акустического поля. При этом для моделиро-

вания с заданной точностью предложен критерий подбора количества сло-

ев в многослойном покрытии.  Рассеяние звука сферическим телом с по-

крытием рассматривалось и в работах [253, 256]. 

 Исследовано рассеяние плоской [97, 208, 209], сферической и цилин-

дрической [97] звуковых волн непрерывно-неоднородным упругим сферо-

идом, имеющим сферическую полость, а также рассеяние звука однород-

ным упругим сфероидом с непрерывно-неоднородным покрытием [130, 

163].    

 В меньшей мере получены решения прямых дифракционных задач 

для анизотропных неоднородных тел.  

 В [169, 283] найдены решения задачи об отражении и прохождении 

плоской звуковой волны через слоистую среду, состоящую из однородных 

материалов, обладающих анизотропией упругих свойств наиболее общего 

типа. В [122] рассматривалась дифракция звука на неоднородной транс-

версально-изотропной пластине. В [98, 99] исследованы звукоизоляцион-

ные свойства бесконечной трехслойной пластины, окруженной с двух сто-

рон акустическими средами, при воздействии на нее плоской, 

цилиндрической или сферической гармонических волн. Пластина имеет 
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сложную структуру (несущие слои ‒ упругие изотропные, а заполнитель ‒ 

ортотропный, сотовой конфигурации). 

 Решена задача об отражении и преломлении плоской звуковой волны 

непрерывно-неоднородным по толщине упругим плоским слоем трансвер-

сально-изотропного материала [164] и материала, обладающего анизотро-

пией общего вида [186, 187]. При этом в [164, 186] полагалось, что слой 

граничит с жидкостями идеальными, а в [187] ‒ с вязкими. Рассматрива-

лось падение плоской звуковой волны на однородный изотропный упругий 

плоский слой с непрерывно-слоистым анизотропным упругим покрытием 

[222].  

 Получены решения задач дифракции плоской [166] и цилиндрической 

[181] звуковых волн на непрерывно-слоистом трансверсально-изотропном 

упругом цилиндрическом слое, а также решение задачи дифракции плос-

кой звуковой волны на непрерывно-слоистом анизотропном упругом ци-

линдрическом слое в общем случае цилиндрической анизотропии [173]. 

При этом в [166, 173] рассматривалось наклонное падение плоской волны 

на тело, а в [181] полагалось, что ось цилиндрического источника n-го по-

рядка параллельна оси вращения цилиндрического слоя.   

 В [132] приведено численно-аналитическое решение задачи о дифрак-

ции плоской звуковой волны на упругом цилиндре с трансверсально-

изотропным радиально-неоднородным упругим покрытием.   

 С помощью МКЭ решены задача о рассеянии плоской звуковой волны 

некруговым неоднородным анизотропным упругим цилиндром [47] и зада-

ча дифракции плоской звуковой волны на конечном однородном упругом 

цилиндре с покрытием в виде радиально-неоднородного анизотропного 

упругого цилиндрического слоя [149]. 

 Найдено решение двумерной задачи о нестационарном рассеянии 

плоского [35] и цилиндрического [34] акустических импульсов непрерыв-

но-слоистым трансверсально-изотропным упругим цилиндрическим слоем. 
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 В [235] получено решение задачи дифракции звука на системе одно-

родных трансверсально-изотропных упругих сферических слоев. 

 Рассматривалось рассеяние плоской [165], сферической и цилиндри-

ческой [138] звуковых волн непрерывно-слоистым трансверсально-

изотропным упругим сферическим слоем с жидкостью в полости, а также 

рассеяние плоской звуковой волны таким слоем с абсолютно жестким за-

полнителем [150] и однородной изотропной упругой средой в полости 

[221].   

 В [11, 14, 33, 36] решены задачи дифракции нестационарной акусти-

ческой волны на неоднородной трансверсально-изотропной полой сфере.   

 В [131] с использованием МКЭ получено решение задачи дифракции 

плоской звуковой волны на однородном изотропном упругом трехосном 

эллипсоиде с покрытием в виде слоисто-неоднородного трансверсально-

изотропного упругого слоя фиксированной толщины.  

 В [218] методом локального поля [113, 123, 229] найдено решение за-

дачи о дифракции плоской звуковой волны на слоисто-неоднородной ани-

зотропной упругой оболочке с произвольной кривизной поверхности, гра-

ничащей с вязкими жидкостями. 

 В упомянутых выше работах рассматривались тела в безграничном 

пространстве. Ряд работ [125, 128, 172, 174, 175, 216, 217] посвящены ре-

шению задачи дифракции звуковых волн на неоднородном упругом ци-

линдрическом теле в плоском волноводе с идеальными (акустически мяг-

кими или абсолютно жесткими) границами, заполненном идеальной 

жидкостью. При этом рассеянное акустическое поле в волноводе находит-

ся в виде потенциала простого слоя, где функция Грина выбрана так, что-

бы искомое рассеянное поле удовлетворяло уравнению Гельмгольца, гра-

ничным условиям на стенках волновода и условиям излучения на 

бесконечности. Определение поля смещений в цилиндрическом теле све-

дено к решению краевой задачи для системы линейных обыкновенных 
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дифференциальных уравнений. В случае, когда одна из границ волновода 

является акустически мягкой, а другая абсолютно жесткой, функция Грина 

для потенциала простого слоя построена в [188].  

 В [162] с использованием МКЭ решена задача о рассеянии звуковой 

волны, излучаемой точечным источником, абсолютно жестким шаром с 

радиально-неоднородным упругим покрытием в плоском волноводе с иде-

альными границами и заполняющей его жидкостью. 

 В [160] получено аналитическое решение задачи дифракции сфериче-

ских звуковых волн на абсолютно жестком шаре с непрерывно-слоистым 

покрытием в плоском волноводе, заполненном идеальной жидкостью. Од-

на из границ волновода является идеальной (абсолютно жесткой или аку-

стически мягкой), а другая сколь угодно мало отличается от идеальной. 

Акустическое поле в волноводе ищется в виде суммы вкладов от источни-

ка и рассеивателя. Вклад от рассеивателя определяется на основе решения 

задачи дифракции сферической звуковой волны на жестком шаре с непре-

рывно-неоднородным упругим покрытием в безграничном пространстве. С 

использованием интегральной формы записи сферической волны, получа-

емой из разложения сферической волны по плоским волнам, и интеграль-

ного представления сферических базисных решений уравнения Гельм-

гольца через цилиндрические базисные решения, вклады от источника и 

рассеивателя находятся в виде суперпозиции плоских волн с учетом мно-

гократного отражения от границ волновода.  

 В ряде работ [148, 153, 154, 161, 167, 177, 179, 191, 198] рассматрива-

лась дифракция звуковых волн на неоднородном деформируемом теле, 

находящемся в идеальной жидкости в присутствии идеальной плоской по-

верхности. Во всех этих работах, кроме [191], дифракционная задача ре-

шалась путем замены отражающей границы на зеркально отраженные от 

нее рассеиватель и первичную звуковую волну. При такой замене возника-

ет задача о дифракции звука на двух идентичных телах в безграничном 
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пространстве, которая в [177, 179, 198] решена аналитически с применени-

ем теорем сложения для специальных функций, входящих в разложения 

звуковых полей. В [148, 153, 154, 161, 167] при решении этой задачи ис-

пользовался МКЭ. В [191] для приближенного аналитического решения 

задачи используется подход, при котором полное акустическое поле пред-

ставляется в виде суммы первичной плоской волны, ее отражения от плос-

кости и двух полей, возникающих при рассеянии этих двух плоских волн 

телом. Однако при таком подходе не учитывается отражение от плоскости 

волн, рассеянных телом.    

 Замена границы на зеркальный рассеивающий объект справедлива 

только для идеальной границы. Если граница является упругой или импе-

дансной, то такой метод не применим. В [159] с применением МКЭ решена 

задача о рассеянии плоской звуковой волны однородным упругим эллип-

тическим цилиндром с непрерывно-неоднородным покрытием постоянной 

толщины, помещенным в идеальную жидкость, граничащую с упругим по-

лупространством. При этом не учитывалось переотражение волн между 

телом и упругой поверхностью. С учетом такого переотражения в [195] 

получено аналитическое решение задачи о дифракции цилиндрической 

звуковой волны распространяющейся в идеальной жидкости на однород-

ном упругом круговом цилиндре с непрерывно-слоистым упругим покры-

тием, расположенном вблизи поверхности упругого полупространства. В 

этой работе для определения полного акустического поля в жидкости ис-

пользована [234] интегральная форма записи уравнения Гельмгольца, куда 

входит функция Грина, удовлетворяющая граничным условиям на поверх-

ности полупространства. Определение волнового поля в теле сведено к 

решению системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 

второго порядка, краевая задача для которой решена методом сплайн-

коллокации.    
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 В указанных выше работах температура тел исключалась из рассмот-

рения. Число работ, в которых рассматривалось волновое взаимодействие 

жидкости и деформируемого твердого тела при наличии температурных 

полей невелико. При этом рассматривались однородные или пористые тела 

(см., например, [232, 265, 284, 286]). 

 Собственные колебания деформируемого тела оказывают значитель-

ное влияние на его звукоотражающие свойства. Результаты исследований 

этого влияния содержатся, например, в работах [9, 65, 165, 192, 228, 244, 

247, 249, 267, 287]. Укажем здесь и ряд работ [62, 260‒264], посвященных 

изучению волновых процессов в анизотропных, стратифицированных и 

функционально-градиентных пластинах.  

 Рассматривались и другие смежные вопросы. В частности, влияние 

анизотропии и неоднородности материала сред на распространение в них 

упругих волн (см., например, [12, 13, 106‒108, 133, 152, 219, 220, 273, 274, 

276]), моделирование непрерывно-слоистых твердых сред дискретно-

слоистыми средами (см., например, [37, 60, 259]), динамические задачи 

термоупругости (см., например, [41, 55, 114, 118, 121, 275, 277‒282]) и ана-

лиз в них связанности полей деформации и температуры [55, 121]. 

 1.1.2. Обратные задачи  

 Работы, в которых решены обратные задачи дифракции звука на де-

формируемых твердых телах, в том числе неоднородных, обсуждаются в 

обзоре [42].  

 Основные подходы к решению обратных задач при дифракции зву-

ковых волн и их особенности сформулированы в работах [59, 237‒240]. В 

них рассмотрено применение классических методов теории потенциала и 

интегральных уравнений к задачам теории дифракции акустических и 

электромагнитных волн на ограниченных телах, расположенных в одно-

родном пространстве. 

В [38] представлены обзор решений и оригинальные решения обрат-
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ных задач рассеяния и излучения в акустике. Освещены известные подхо-

ды, постановки и методы решений акустических обратных задач, приведе-

ны основные результаты, полученные к моменту выхода работы. Проведен 

анализ методов определения количественных характеристик рассеиваю-

щих неоднородностей, основанных на наблюдениях рассеяния падающего 

на них акустического поля. Представлены результаты численного модели-

рования решений некоторых обратных задач. 

В [18] рассматривалась двумерная задача рассеяния ультразвука не-

известной полостью в твердом теле. В [22] обсуждался алгоритм восста-

новления двумерных неоднородностей на основе знания амплитуды рассе-

яния скалярной монохроматической плоской волны. В [17] 

рассматривалась задача акустической томографии океана при использова-

нии нестандартного представления рефракционных неоднородностей. Ра-

боты [1, 2] посвящены решению трехмерной обратной задачи акустическо-

го рассеяния на основе алгоритма Новикова-Хенкина и 

модифицированного алгоритма Новикова. В [16] предлагалось построение 

оценок максимального правдоподобия в корреляционной акустической 

термотомографии. Работа [23] посвящена проблемам численного и физи-

ческого моделирования процесса томографии на основе акустических не-

линейных эффектов третьего порядка. В [15] обсуждалось моделирование 

точного решения обратной задачи акустического рассеяния функциональ-

ными методами. Анализ единственности и устойчивости решения обрат-

ной задачи акустического рассеяния проводился в [19]. В [20, 21] рассмат-

ривались обратные волновые задачи и их прикладные аспекты, связанные с 

современным состоянием исследований в области линейной и нелинейной 

акустической томографии, а также акустической термотомографии. 

В работах [32, 288] исследовались задачи восстановления образа де-

фекта по рассеянному полю в акустическом приближении. В них при ре-

шении геометрической обратной задачи предлагалась идентификация по-
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лостей по диаграмме направленности.  

В [252] рассматривалось решение задачи восстановления отра-

жающей неоднородности методом среднего. Работа [251] посвящена во-

просу использования матричной функции Грина при решении задач аку-

стической интроскопии. 

Рассматривались физические основы и методы акустического кон-

троля, приложения на основе решения обратных задач рассеяния звука. В 

[272] приведены результаты определения групповой скорости ультразву-

ковых волн в трансверсально-изотропной упругой среде. В [271] представ-

лен анализ ультразвуковых полей и дефектоскопии в монокристаллах 

алюминия на основе лазерной методики. Работа [270] посвящена исполь-

зованию вейвлетов для анализа ультразвуковых полей, обнаруженных ла-

зерным интерферометром. В [268] обсуждались вопросы настройки и ка-

либровки оборудования с использованием образцов с цилиндрическим 

сверлением при ультразвуковой дефектоскопии. 

 По характеристикам рассеяния звука упругим телом восстанавлива-

лись его геометрические [136, 140, 141, 145, 151, 155‒158, 223, 285] и ма-

териальные [134, 135, 143, 144] параметры. В этих работах предполагалось, 

что из эксперимента известны данные о замерах акустических окликов и 

задача идентификации сводилась (кроме [145]) к процедуре минимизации 

функционала невязки, который характеризует отклонение теоретических 

значений измеряемых величин, полученных на основе решения прямых за-

дач, от экспериментальных данных. В [145] при однократном замере ко-

эффициента звукоотражения определение положения границы разделения 

двухслойной упругой пластины сведено к решению нелинейного уравне-

ния с одной неизвестной на интервале, определяемом толщиной пластины. 

В качестве неизвестной выступает толщина одного из слоев. 

 Значительный интерес представляет обратная задача об определении 

свойств рассеивателя, обеспечивающих требуемое звукоотражение. Одним 
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из способов эффективного изменения звукоотражающих свойств твердого 

тела является нанесение на него покрытия. Моделировались различные ти-

пы покрытий, наносимых на твердые тела. В [48] для обеспечения задан-

ного уровня гашения поля дифракции на абсолютно твердом цилиндре ис-

пользовалось перфорированное покрытие в виде набора резонаторов 

Гельмгольца, распределенных по окружности цилиндра. В [6] предложена 

общая схема формирования поглощающих и нерассеивающих покрытий 

нового типа с повышенной эффективностью ‒ т.н. покрытий с протяжен-

ной реакцией. Приводятся теория таких покрытий и метод определения 

наилучших значений его параметров. Подробно анализируется плоское по-

крытие с протяженной реакцией. В [4, 5, 7] покрытие с протяженной реак-

цией применялось для подавления отражения и рассеяния волн телами ци-

линдрической геометрии. В [61] выявлены условия, при которых 

совместный выбор импедансов однородного покрытия и упругой цилин-

дрической оболочки позволяет минимизировать рассеянное поле. Отметим 

и работу [8], где дан обзор и анализ методов решения и современного со-

стояния задачи о поглощении звука в линейной постановке. 

 Требуемые звукоотражающие свойства твердого тела можно получить 

с помощью непрерывно-неоднородного упругого покрытия, если подо-

брать соответствующие законы неоднородности для механических пара-

метров покрытия (об этом говорится и в [142, 146]). Математическому мо-

делированию таких покрытий, обеспечивающих минимальное рассеяние 

звука телами, посвящены работы [137, 185, 193, 194, 197, 202, 203]. В них 

для решения коэффициентных обратных дифракционных задач использу-

ется подход, основанный исключительно на решении прямых задач и не 

требующий экспериментальных замеров акустических откликов. Такой 

подход состоит в построении на основе решения прямой задачи функцио-

нала, выражающего интенсивность или амплитуду рассеянной звуковой 



25 

 

волны и его минимизации на допустимом множестве функций, описываю-

щих механические параметры покрытия.  

 Коэффициентные обратные задачи термоупругости решены, напри-

мер, в работах [24‒30, 100, 101, 266]. При этом волновое взаимодействие 

термоупругих тел с жидкостью не рассматривалось.  

 1.2. Математическая модель дифракции звука на неоднородных 

термоупругих телах 

 В данном разделе построена математическая модель дифракции гар-

монических звуковых волн на неоднородных термоупругих телах, грани-

чащих с теплопроводными жидкостями. Приведены уравнения, описыва-

ющие волновые поля в теплопроводной жидкости и термоупругих телах, а 

также граничные и дополнительные условия в задачах дифракции. 

 Полученные в этом разделе результаты опубликованы в работах 

[71‒73, 199]. 

 1.2.1. Уравнения волновых полей в теплопроводной жидкости 

 Рассмотрим однородную теплопроводную сжимаемую жидкость. 

Давление, плотность и температуру в возмущенной звуком жидкости 

представим в виде 

 ppp  0
~ ,  0

~ ,  0
~

TT , 

где 0p , 0  и 0T  − равновесные давление, плотность и температура жидко-

сти соответственно; p  − акустическое давление;   − изменение плотности 

в звуковой волне;   − акустическая температура.  

 Учитывая, что скорость частиц жидкости в звуковой волне v  и отно-

сительные изменения плотности, давления и температуры малы, и прене-

брегая величинами второго порядка малости, движение жидкости будем 

описывать полной системой уравнений гидродинамики теплопроводной 

жидкости для малых возмущений, состоящей из уравнений Эйлера, нераз- 
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рывности, притока тепла и физического состояния. Эти уравнения соответ-

ственно имеют вид [170]: 

 p
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grad0 
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,  (1.2.1) 
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где t  − время; 0s  − акустическое сжатие; T , 
T , 

T  − коэффици-

енты температурного расширения, пропорциональности, температуропро-

водности соответственно;   − оператор Лапласа;   21
000  pc  − ско-

рость звука Ньютона.  

 Введем скалярную функцию   (потенциал скорости), зависящую от 

пространственных координат и времени, такую что  

  gradv .  (1.2.5) 

 Подставляя выражение (1.2.5) в уравнение (1.2.1), получим 
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Это уравнение будет справедливым, если 
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p .  (1.2.6) 

 Теперь продифференцируем по t  уравнение (1.2.3). Получим 
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Из уравнения (1.2.4) выразим t . Будем иметь 
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Дифференцируя последнее уравнение по t , находим 
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Подставляя в уравнение (1.2.7) выражения для производных (1.2.8), (1.2.9), 

а также выражения 
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полученные из уравнения (1.2.2), приходим к уравнению  
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где 
TT 1  − отношение удельных теплоемкостей жидкости при по-

стоянных давлении и объеме. После подстановки в последнее уравнение 

выражения для давления, найденного из уравнения (1.2.6), получим сле-

дующее уравнение относительно потенциала скорости  :  

 0
1

3

3

2
0

2

2

2
0




















tcttc

T
T . (1.2.10) 

 В дальнейшем будем рассматривать установившийся режим движения 

жидкости с временным множителем  tiexp , где   − круговая частота. 

В этом случае уравнение (1.2.10) принимает вид (временной множитель 

опускается) 

 0ˆˆˆ  CBA , (1.2.11) 
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Ĉ , 2

0
2 cc  , 



28 

 

c  − скорость звука Лапласа. 

 Уравнение (1.2.11) может быть представлено в операторном виде 

    02
2

2
1  kk , (1.2.12) 

где 

 
C

B
kk

ˆ

ˆ
2
2

2
1  , 

C

A
kk

ˆ

ˆ
2
2

2
1  . (1.2.13) 

Для выполнения соотношений (1.2.13) величины 2
1k  и 2

2k  должны быть 

корнями уравнения 

 0ˆˆˆ 42  kCkBA , 

то есть  
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 Положим 

 21  . (1.2.15) 

Тогда уравнение (1.2.12) будет справедливым, если 

   01
2
1  k ,   02

2
2  k . 

Действительно, вводя в рассмотрение функцию 

   2
2kf , 

уравнение (1.2.12) сведем к системе уравнений 

   02
1  fk ,   fk  2

2 . (1.2.16) 

 Подставим выражение (1.2.15) во второе уравнение системы (1.2.16) и 

положим 

   02
2
2  k . 

Тогда 

   1
2
2  kf . 
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 Подставим последнее выражение в первое уравнение системы (1.2.16). 

Полученное уравнение будет справедливым, если 

   01
2
1  k . 

 Таким образом, для установившегося режима движения уравнение 

(1.2.12) приводится к скалярным уравнениям Гельмгольца 

 01
2
11  k ,  02

2
22  k , (1.2.17) 

которые описывают распространение в теплопроводной жидкости про-

дольных волн двух видов, из которых один, связанный с 1k , будем назы-

вать звуковой волной, а другой, связанный с 2k  ‒ тепловой волной. Соот-

ветственно функции 1  и 2  будем называть потенциалами звуковой и 

тепловой волн, а величины 1k  и 2k  − волновыми числами этих волн.  

 Распространение звуковых волн в теплопроводной жидкости сопро-

вождается относительно малым поглощением. В отличие от звуковых волн 

тепловые волны быстро затухают при удалении от источника и существен-

ны лишь в тонком тепловом пограничном слое у поверхности твердого те-

ла. Поэтому в дальнейшем будем считать, что падающая на тело волна яв-

ляется звуковой. При этом в жидкости возникают рассеянная телом 

звуковая и возбужденная тепловая волны. 

 Если решения уравнений (1.2.17) известны, то скорость частиц жид-

кости определяется по формуле (1.2.5), а акустические давление, сжатие и 

температура ‒ по формулам 
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 1.2.2. Уравнения волновых полей в термоупругих телах  

 В данной работе при решении дифракционных задач в качестве рассеи-

вателей рассматриваются термоупругие тела различной неоднородной 
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структуры: непрерывно-слоистые тела (физико-механические характери-

стики материала таких тел ‒ функции, непрерывно изменяющиеся по глу-

бине от поверхности тела), однородные тела с непрерывно- или дискретно-

слоистыми (многослойными) покрытиями. Для описания термоупругого 

состояния таких рассеивателей воспользуемся полной системой уравнений 

линейной связанной динамической задачи термоупругости изотропного 

неоднородного тела [118], состоящей из уравнений движения сплошной 

среды, уравнения теплопроводности, соотношений Дюгамеля ― Неймана 

и соотношений между деформациями и смещениями. В отсутствии объем-

ных сил и внутренних источников тепла эти уравнения и соотношения со-

ответственно имеют вид  
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u
div23graddiv 0 ,  (1.2.19) 

   Euεσ TT 23div2 ,  (1.2.20) 

    2gradgrad T
uuε  , (1.2.21)  

где σ , ε , E , u  ‒ тензор напряжений, тензор деформаций, тензор Кронеке-

ра и вектор смещения соответственно; T  ‒ приращение температуры в те-

ле; 0T  ‒ температура тела в невозмущенном состоянии;  ,  ,  , T , T , 

c  ‒ соответственно плотность, модули упругости, температурный коэф-

фициент линейного расширения, теплопроводность и объемная теплоем-

кость материала тела. Указанные физико-механические характеристики 

материала являются непрерывными функциями пространственных коор-

динат:  r ,  r ,  r ,  rTT  ,  rTT  ,  r  cc .  

 Из уравнений и соотношений (1.2.18) ‒ (1.2.21) вытекают уравнения, 

описывающие термоупругую деформацию однородного изотропного тела 

[55, 115, 116]: 
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где  cTT  – коэффициент температуропроводности. 

 Введем скалярную 0  и векторную Φ  функции (скалярный и вектор-

ный потенциалы смещения), зависящие от пространственных координат и 

времени, такие что 

 Фu rotgrad 0  .  (1.2.24) 

 Подставляя выражение (1.2.24) в уравнения (1.2.22), (1.2.23), получа-

ем уравнения [115] 
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где lc  и c  ‒ скорости распространения продольной и поперечной упругих 

волн соответственно. При этом 
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 Исключая из уравнений (1.2.26), (1.2.27) функцию T , получим следу-

ющее уравнение относительно потенциала 0 : 
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где 
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 Поскольку в падающей на тело звуковой волне рассматривается уста-

новившийся режим колебаний частиц жидкости, то зависимость от време-

ни смещения и приращения температуры в теле будет иметь вид  tiexp  

(далее временной множитель опускается). 

 Для установившегося режима движения уравнение (1.2.25) приводит-

ся к векторному уравнению Гельмгольца  

 02  ΦΦ k                                                                                     (1.2.29) 

(   сk  ‒ волновое число поперечной упругой волны), а уравнение 

(1.2.28) может быть представлено в виде 

    00
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2
1  ,                                                                     (1.2.30) 

где 
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Здесь 
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lk  и Tk  − волновые числа продольной упругой волны и тепловой волны 

соответственно. Для выполнения соотношений (1.2.31) величины 2
1  и 2

2  

должны быть корнями уравнения 
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где 22
lT kk . 

 Представление потенциала 0  в виде 

 210   (1.2.33) 

позволяет перейти от решения уравнения (1.2.30) к решению волновых 

уравнений Гельмгольца 

 01
2
11  ,  02

2
22   (1.2.34) 

подобно тому, как это сделано выше для уравнения (1.2.12).  

 Таким образом, в случае установившегося режима движения, в одно-

родном изотропном термоупругом теле могут существовать поперечные 

упругие волны и продольные термоупругие волны. Поперечные упругие 

волны описываются решением векторного уравнения Гельмгольца (1.2.29), 

а продольные термоупругие волны ‒ решениями скалярных уравнений 

Гельмгольца (1.2.34). 

 Если решения уравнений (1.2.29), (1.2.34) известны, то общее решение 

связанной задачи термоупругости (1.2.22), (1.2.23) имеет вид 

   Фu rotgrad 21  , 
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23
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l
T

kT . 

 Заметим, что система уравнений (1.2.22), (1.2.23) эквивалентна систе-

ме четырех скалярных уравнений относительно трех компонент вектора 

смещения u  и приращения температуры T , а система уравнений (1.2.29), 

(1.2.34) представляет собой систему пяти скалярных уравнений относи-

тельно пяти скалярных функций – функций 1 , 2  и трех компонент век-

тора Φ . Поэтому решение системы уравнений (1.2.29), (1.2.34) содержит 

некоторый произвол. 

 Чтобы однозначно определить функции 1 , 2 , Φ  при удовлетворе-

нии граничных условий необходимо привлечь еще одно дополнительное 

условие. Часто этим условием служит равенство 0div Φ , которое соот-

ветствует условию, что векторное поле Φ  свободно от источников. 
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 В случае плоской или осесимметричной задачи указанной проблемы 

не возникает, так как при этом остается только одна ненулевая проекция 

вектора Φ , и число переменных при переходе от системы уравнений 

(1.2.22), (1.2.23) к системе уравнений (1.2.29), (1.2.34) не изменяется.  

 1.2.3. Граничные и дополнительные условия в задачах дифракции 

 Для постановки задач дифракции гармонической звуковой волны, па-

дающей из теплопроводной жидкости на поверхность термоупругого тела, 

помимо уравнений, описывающих распространение волн в жидкости и 

термоупругом теле, необходимо задать граничные условия.  

 Следует отметить, что в силу малости амплитуд колебаний частиц 

взаимодействующих жидкой и термоупругой сред, деформация границ 

термоупругого рассеивателя является малой. Поэтому граничные условия 

на деформируемой поверхности тела, контактирующей с жидкостью, сно-

сятся на границу тела, соответствующую невозмущенному состоянию 

[129]. Эти граничные условия заключаются в равенстве нормальных ско-

ростей частиц термоупругой среды и жидкости, равенстве нормального 

напряжения и акустического давления, отсутствии касательных напряже-

ний, в непрерывности акустической температуры и теплового потока: 

nnui  , pnn  , 0 n , T , 
nn

T T
T









 , (1.2.35) 

где nu  − нормальная компонента вектора смещения частиц термоупругого 

тела; n  − нормальная компонента вектора скорости частиц жидкости; 

nn , n  − нормальное и касательные напряжения; n  − производная по 

нормали. 

 Граничные условия (1.2.35) записаны как для однородной, так и для 

неоднородной термоупругих сред. В случае однородной среды компонен-

ты тензора напряжений nn , n  определяются соотношениями Дюгамеля 
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― Неймана (1.2.20), в которых упругие коэффициенты  ,   и термиче-

ский коэффициент T  постоянные величины. 

 При переходе через границу раздела термоупругих сред компоненты 

вектора смещения, нормальные и касательные напряжения, а также темпе-

ратура и тепловой поток должны быть непрерывны:  
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,  (1.2.36) 

где ju  ‒ компоненты вектора смещения u . В равенствах (1.2.36) различие 

верхних индексов у соответствующих величин указывают на то, что эти 

величины относятся к различающимся по физико-механическим характе-

ристикам термоупругим средам. 

 При решении дифракционных задач для получения однозначного ре-

шения требуются дополнительные условия: условия излучения на беско-

нечности для внешних волновых полей и условия ограниченности для 

внутренних волновых полей. 

 Условия излучения на бесконечности, привлекаемые при решении 

дифференциальных уравнений, отвечают уходящим от тела волнам [45, 

233]. В неограниченном трехмерном пространстве эти условия имеют вид  
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а в двумерном случае записываются в виде 
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где под s  следует понимать как потенциал скоростей рассеянной телом 

звуковой волны, так и потенциал скоростей возбужденной тепловой вол-

ны. 
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 Условия ограниченности привлекаются при отыскании внутреннего 

волнового поля. Они требуют ограниченности решений соответствующих 

дифференциальных уравнений внутри области.  

 Таким образом, построенная математическая модель дифракции гар-

монических звуковых волн на неоднородных термоупругих телах включа-

ет уравнения, описывающие волновые поля в теплопроводной жидкости и 

термоупругом теле, граничные и дополнительные условия. 

 Отметим, что в системе ортогональных криволинейных координат 1q , 

2q , 3q  для установившегося режима движения с временным множителем 

 tiexp  уравнения связанной динамической задачи термоупругости не-

однородного тела (1.2.18) ‒ (1.2.21) записываются соответственно в виде 

[116, 118]  
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где 1h , 2h , 3h  − коэффициенты Ламе системы криволинейных координат 

1q , 2q , 3q ; jk , jk  ‒ компоненты тензора напряжений и деформаций в 

нумерованных осях jq , kq   3,2,1, kj ; jk  − символ Кронекера.  

 Из уравнения (1.2.40) следует, что функция T  должна быть диффе-

ренцируемой по аргументам 1q , 2q , 3q . При записи уравнений движения 

(1.2.39) в смещениях с использованием соотношений (1.2.41), (1.2.42), 

необходимо чтобы функции  ,  , T  были дифференцируемыми по 1q , 

2q , 3q .  

 

   

(1.2.42) 

   

(1.2.40) 

   

(1.2.41) 
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2. ПРЯМЫЕ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ ЗВУКА 

НА НЕОДНОРОДНЫХ ТЕРМОУПРУГИХ ТЕЛАХ  

 

 В настоящей главе приведены решения прямых задач о рассеянии гармо-

нических звуковых волн (плоских, цилиндрических, сферических) непрерывно-

неоднородными по толщине термоупругими слоями плоской, цилиндрической 

и сферической формы. Исследовано влияние термоупругости и неоднородности 

материала слоев, а также геометрии падающего поля на их звукоотражающие 

свойства. Построены решения прямых дифракционных задач, в которых рас-

сматривается падение звуковых волн на однородные термоупругие тела (пла-

стину произвольной толщины, цилиндр, шар) с непрерывно- или дискретно-

слоистыми термоупругими покрытиями. На основе этих решений показана воз-

можность изменения звукоотражающих свойств тел за счет неоднородности 

покрытий и осуществлено математическое моделирование непрерывно-

слоистых покрытий дискретно-слоистыми покрытиями.  

 Результаты исследований, приведенные в данной главе, отражены в рабо-

тах [64, 67‒70, 74‒81, 83‒87, 91‒95, 199, 201, 204]. 

 2.1. Отражение плоской звуковой волны неоднородным термоупругим 

плоским слоем 

 Постановка задачи. Рассмотрим неоднородный изотропный термоупру-

гий плоский слой, имеющий толщину h2  (рис. 2.1.1). Источники тепла в слое 

отсутствуют. Система прямоугольных координат ( x , y , z ) выбрана таким об-

разом, что ось x  лежит в средней плоскости слоя, а ось z  направлена вниз по 

нормали к поверхности слоя. Плотность материала слоя  z  и его объемная 

теплоемкость  zcc    описываются непрерывными функциями координаты 

z . Модули упругости  z ,  z , температурный коэффициент линейно-

го расширения  zTT   и коэффициент теплопроводности  zTT   мате-

риала слоя описываются дифференцируемыми функциями координаты z .  
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Рис. 2.1.1. Схема задачи 

 

 Полагаем, что верхнее  1j  и нижнее  2j  полупространства, с кото-

рыми граничит слой, заполнены теплопроводными однородными сжимаемыми 

жидкостями. Жидкости имеют плотность j , скорость звука jс , отношение 

удельных теплоемкостей при постоянных давлении и объеме j , температуро-

проводность T
j , коэффициент температурного расширения T

j , теплопровод-

ность T
j . Считаем, что в невозмущенном состоянии слой и жидкости имеют 

одинаковую постоянную температуру 0T . 

Пусть из верхнего полупространства на плоский слой наклонно падает 

плоская звуковая волна, у которой волновой вектор 11k  лежит в плоскости xz , 

составляя угол   с осью z . Потенциал скоростей такой волны запишем в виде  

   thzkxkiA zx
ii  1111
exp , 

где 

  sin1111
kk x ,  cos1111 kk z , 
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iA  ‒ амплитуда волны; xk
11

, zk11 ‒ проекции вектора 11k  на оси координат x  и 

z ; 11k  ‒ волновое число звуковых волн в верхнем полупространстве;   ‒ кру-

говая частота. Временной множитель  tiexp  далее опускаем.  

 При падении звуковой волны на плоский слой, в верхнем и нижнем полу-

пространствах возникают, соответственно, отраженная от слоя и прошедшая 

через него звуковые волны. Кроме того, в этих полупространствах возбуждают-

ся тепловые волны. Также происходит малая деформация слоя, которая сопро-

вождается изменением его температурного поля. На рис. 2.1.1 векторами 11k , 

12k  обозначены соответственно волновые векторы звуковых и тепловых волн в 

верхнем полупространстве ( 1111 kk ), а векторами 21k , 22k  − волновые век-

торы звуковых и тепловых волн в нижнем полупространстве.  

 Определим волновые поля в неоднородном термоупругом плоском слое и  

граничащих с ним жидкостях.  

 Уравнения волновых полей. В силу постановки рассматриваемая задача 

является двумерной. Искомые волновые поля не зависят от координаты y .  

 Потенциалы скоростей звуковых 1j  и тепловых 2j  волн в верхнем 

 1j  и нижнем  2j  полупространствах записываются в виде [91, 199] 

     hzkxkiVzx z
s

x
sss  111 exp, ,      hzkxkiWzx z

s
x
sss  222 exp, , 

     222

js
z
js

x
js kkk  ,    2,1, sj , 

где 1V , 1W  − коэффициенты отражения и прохождения звуковых волн; 2V , 2W  

− коэффициенты возбуждения тепловых волн; 1jk , 2jk  ( 2,1j ) ‒ волновые 

числа звуковых и тепловых волн в j -й жидкой среде соответственно; x
jsk , z

jsk  

( 2,1, sj ) ‒ проекции волнового вектора jsk  на оси x  и z  соответственно.  

С учетом закона Снеллиуса [9, 50] xxxx kkkk
11222112

 . 



41 

 

 Поля скоростей jv , давлений jp  и температур j  в верхнем  1j  и 

нижнем  2j  полупространствах определяются из выражений  

 jj  gradv , jjj ip  , 





















 jj

j

j

T
j

j
c

i 1

2
, 2,1j ,  (2.1.1) 

где 

 12111  i , 22212  .  

 Волновые поля в слое описываются уравнениями линейной связанной ди-

намической задачи термоупругости неоднородного изотропного тела (1.2.39) ‒ 

(1.2.42), записанными в прямоугольной системе координат ( xq 1 , yq 2 , 

zq 3 ). С учетом закона Снеллиуса проекции вектора смещения xu , zu  

( 0yu ) и приращение температуры T  в слое представляются в виде [91, 199] 

      xikzUzxu x
x 111 exp,  ,      xikzUzxu x

z 112 exp,  ,      xikzUzxT x
113 exp,  . 

 Функции  zU1 ,  zU2 ,  zU3  удовлетворяют системе линейных обыкно-

венных дифференциальных уравнений второго порядка [91, 199] 

 0 UUU CBA ,  (2.1.2) 

где  T321 ,, UUUU , штрихи обозначают дифференцирование по z . Выраже-

ния для элементов матриц третьего порядка A , B , C , зависящих, в частности, 

от угла падения   звуковой волны и ее частоты  , приведены ранее [91, 199].  

 Из граничных условий (1.2.35) на поверхностях контакта слоя и жидко-

стей, записанных в прямоугольной системе координат, получены выражения 

для коэффициентов отражения, прохождения и возбуждения 

     issss AhUhUV 33221  ,  

    hUhUW sss 3221  , 2,1s  

и краевые условия для системы дифференциальных уравнений (2.1.2) 

   DUU 
 hz

EA 1 ,   02 
hz

EA UU . (2.1.4) 

(2.1.3) 



42 

 

Выражения для коэффициентов 1s , 2s , 3s , 1s , 2s , элементов матриц тре-

тьего порядка 1E , 2E  и вектора D  приведены ранее [91, 199]. Отметим, что эти 

величины также являются функциями угла   и частоты  . 

 Из выражений (2.1.3) следует, что волновые поля в жидкостях могут быть 

определены лишь после нахождения поля смещений и температурного поля в 

теле, для чего необходимо решить краевую задачу (2.1.2), (2.1.4). Эта краевая 

задача решена методом сплайн-коллокации с использованием аппарата кубиче-

ских В-сплайнов [91, 199].  

 Результаты расчетов. Проведены расчеты коэффициента отражения зву-

ковой волны по интенсивности 

    2
1 ,, iAVI   

( hk112  ‒ волновой размер плоского слоя) для слоев в воде, имеющей сле-

дующие физические параметры:  

1000 j кг/м 3 , 1485jc м/с, 006.1 j , 71043.1 T
j м 2 /c,  

4101.2 T
j 1/K, 59.0T

j Вт/(м K), 2930 T K, 2,1j . 

Амплитуда падающей волны полагалась равной единице.  

 Расчеты проводились как для однородных термоупругих слоев, так и для 

термоупругих слоев с тремя видами неоднородности.  

 Неоднородность первого вида проявляется в изменении плотности матери-

ала слоя: 

    zfz 1
~ ,   

~
z ,    ~z ,  

   TT z  ~ ,   TT z 
~

,     czc ~ , hzh  , 

где 

  
h

z
zf

2
11  ,  

справа на рисунке показан график функции  zf1 . 

(2.1.5) 
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Здесь и далее в разделах 2.2 – 2.4 величины ~ , 
~

, ~ , T
~ , T

~
, c

~  ‒ физико-

механические характеристики однородного термоупругого тела.   

 Неоднородность второго вида характеризуется изменением плотности и 

модулей упругости материала слоя: 

    zfz 1
~ ,    zfz 2

~
 ,    zfz 2

~ ,  

   TT z  ~ ,   TT z 
~

,     czc ~ ,  hzh  , 

где 

  
2

2

2 5.0
h

z
zf  , 

справа на рисунке показан график функции  zf2 .  

 Неоднородность третьего вида состоит в изменении теплофизических па-

раметров материала слоя: 

    ~z ,   
~

z ,    ~z ,  

    zfz TT 1
~ ,    zfz TT 1

~
 ,    zfczc 2

~
  , hzh  . 

 В качестве однородного материала плоского слоя рассматривались металл 

(алюминий) и полимер (поливинилбутираль), физико-механические 

характеристики которых приведены в табл. 2.1.1. Для поливинилбутираля эти 

характеристики взяты из [171]. 

Таблица 2.1.1 

Физико-механические характеристики материалов 

 

Материал 
~ , 

кг/м
3

 


~

,  

Н/м
2

 

~ ,  

Н/м
2

 

T
~ , 

1/K 
T

~
, 

Вт/(м K) 

c~ , 

Дж/(м
3 K) 

Алюминий 2700 10103.5   10106.2   6105.25   236  6103.2   

Полимер 1070 9109.3   8108.9   4103.2   2.0  6102.1   

  

 Заметим, что поливинилбутираль относится к группе поливинилацеталей 

(поливинилформаль, поливинилэтилаль). Механические и теплофизические ха-

рактеристики этих полимеров близки [51]. 
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 Для оценки влияния термоупругости неоднородных слоев на отражение 

звука расчеты проводились и для упругих неоднородных слоев.  

 На рис. 2.1.2‒2.1.6 представлены зависимости интенсивности звукоотра-

жения от угла падения звуковой волны в интервале  500   при фиксиро-

ванной частоте падающей волны, соответствующей волновому размеру плоско-

го слоя 5.8 . Малое отличие кривой 2 от кривой 3 на рис. 2.1.2, 2.1.3 

указывает на слабое влияние термоупругости слоя из металла на отражение 

звука.    

 Термоупругость слоя из полимерного материала заметно влияет на вели-

чину  ,5.8I . Так, на исследуемой частоте упругий полимерный плоский слой 

с неоднородностью первого вида является почти полностью звукопроницаемым 

(   0,5.8 I ) вблизи угла 15  (рис. 2.1.4), а с неоднородностью второго вида 

‒ вблизи угла 20  (рис. 2.1.5). Для термоупругих полимерных плоских слоев 

с этими видами неоднородности таких углов   в рассматриваемом угловом 

диапазоне не наблюдается. 

 В термоупругом слое из алюминия наличие неоднородности по механиче-

ским материальным параметрам приводит к сдвигу по углу   и увеличению 

минимальных значений функции  ,5.8I  (рис. 2.1.2, 2.1.3), а в термоупругом 

слое из полимерного материала ‒ к значительному искажению формы кривой 

 ,5.8I  (рис. 2.1.4, 2.1.5), причем для разных видов неоднородности все эти 

изменения угловой зависимости различны. Например, присутствие в металли-

ческом слое неоднородности первого вида приводит к смещению первого ми-

нимума угловой зависимости в сторону меньших углов падения (рис. 2.1.2), а 

присутствие неоднородности второго вида – в сторону больших углов падения 

(рис. 2.1.3). Последующие два минимума этой зависимости из-за влияния обоих 

видов неоднородности смещаются в сторону больших углов  . Однако, в слу-

чае неоднородности второго вида это смещение выражено сильнее. Кроме того, 

в этом случае происходит и более сильное увеличение всех трех минимальных 

значений функции  ,5.8I .  
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Рис. 2.1.2. Зависимость интенсивности звукоотражения от угла падения звуковой волны в 

интервале 0
° 
≤ θ ≤ 50

°
 при 

 
ϖ = 8.5 для плоского слоя из материала на основе алюминия:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида  

 

 

Рис. 2.1.3. Зависимость интенсивности звукоотражения от угла падения звуковой волны в 

интервале 0
° 
≤ θ ≤ 50

°
 при 

 
ϖ = 8.5 для плоского слоя из материала на основе алюминия:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида  
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Рис. 2.1.4. Зависимость интенсивности звукоотражения от угла падения звуковой волны в 

интервале 0
° 
≤ θ ≤ 50

°
 при 

 
ϖ = 8.5 для плоского слоя из материала на основе поливинилбути-

раля:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида  

 

 

Рис. 2.1.5. Зависимость интенсивности звукоотражения от угла падения звуковой волны в 

интервале 0
° 
≤ θ ≤ 50

°
 при 

 
ϖ = 8.5 для плоского слоя из материала на основе поливинилбути-

раля:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида  
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Рис. 2.1.6. Зависимость интенсивности звукоотражения от угла падения звуковой волны в 

интервале 0
° 
≤ θ ≤ 50

°
 при 

 
ϖ = 8.5 для плоского слоя из материала на основе поливинилбути-

раля:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― термоупругий слой с неоднородностью третьего 

вида  

 

 Также отметим, что в полимерном плоском слое наличие неоднородности 

первого вида приводит к существенному сглаживанию кривой  ,5.8I  во вто-

рой половине рассматриваемого интервала углов падения, а наличие неодно-

родности второго вида – в первой половине этого интервала. Из рис. 2.1.6 сле-

дует, что присутствие в термоупругом полимерном плоском слое 

неоднородности по теплофизическим материальным параметрам также может 

влиять на коэффициент звукоотражения. 

 На рис. 2.1.7‒2.1.11 представлены зависимости интенсивности звукоотра-

жения от волнового размера плоского слоя, рассчитанные в интервале 

450   при нормальном падении звуковой волны ( 0 ). Сравнение графи-

ков на рис. 2.1.7, 2.1.8 с графиками на рис. 2.1.9‒2.1.11 показывает, что для слоя 

из полимерного материала характерно большее количество резонансных частот 

и уменьшение почти в два раза диапазона изменения функции  0,I  по срав-

нению с алюминиевым слоем.  
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Рис. 2.1.7. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера металлическо-

го плоского слоя в интервале 0 < ϖ ≤ 45 при нормальном падении волны:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида  

 

 

Рис. 2.1.8. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера металлическо-

го плоского слоя в интервале 0 < ϖ ≤ 45 при нормальном падении волны:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида  
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Рис. 2.1.9. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера полимерного 

плоского слоя в интервале 0 < ϖ ≤ 45 при нормальном падении волны:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида  

 

 

Рис. 2.1.10. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера полимерного 

плоского слоя в интервале 0 < ϖ ≤ 45 при нормальном падении волны:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида  
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Рис. 2.1.11. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера полимерного 

плоского слоя в интервале 0 < ϖ ≤ 45 при нормальном падении волны:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― термоупругий слой с неоднородностью третьего 

вида  

 

 Представленные частотные зависимости показывают, что в области низких 

частот ( 1 ) на отражение звука не влияют ни термоупругость, ни неоднород-

ность материала плоского слоя. По мере увеличения волнового числа   учет 

термоупругости в неоднородных слоях приводит к некоторому сдвигу резо-

нансных частот в область более высоких частот. Этот сдвиг гораздо заметнее 

для полимерных неоднородных слоев. Для последних учет термоупругости ска-

зывается и в расширении диапазона изменения функции  0,I .  

 Из графиков на рис. 2.1.7‒2.1.11 следует, что на резонансных частотах не-

однородный термоупругий плоский слой может оказаться менее звукопроница-

емым по сравнению с почти полностью звукопроницаемым однородным термо-

упругим слоем. Кроме того, как и термоупругость, неоднородность плоского 

слоя также приводит к смещению резонансных частот. При этом величина и 

направление этого смещения зависят от вида неоднородности. В частности, в 

термоупругом слое наличие неоднородности первого или третьего видов при-

водит к менее сильному смещению зависимости  0,I  в область более высо-
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ких частот (рис. 2.1.7, 2.1.9, 2.1.11), чем наличие неоднородности второго вида 

‒ в область более низких частот (рис. 2.1.8, 2.1.10). 

 Таким образом, анализ результатов расчетов показывает, что как термо-

упругость, так и неоднородность плоского слоя влияют на его звукоотражаю-

щие свойства, однако степень этого влияния существенно зависит от физико-

механических характеристик материала слоя. 

 Следует отметить, что аналогичные выводы сделаны и в работе [199], где 

было исследовано влияние термоупругости и неоднородности материала плос-

кого слоя на его звукопроницаемость для видов неоднородности, описываемых 

с помощью кусочно-дифференцируемой и экспоненциальной функций: 

  
h

z
zf  5.0 ,  





































2

1exp2.0
h

z
azf , hzh  , 

где множитель a  выбирался так, чтобы среднее значение функции  zf  по 

толщине слоя равнялось единице. При этом рассматривались плоские слои из 

материалов на основе стали, алюминия и поливинилбутираля.  

 2.2. Рассеяние плоской звуковой волны неоднородным термоупругим 

цилиндрическим слоем 

 Постановка задачи. Рассмотрим неоднородный изотропный термоупру-

гий цилиндрический слой бесконечной длины, имеющую внешний радиус 1r  и 

внутренний 2r  (рис. 2.2.1). Цилиндрическая система координат ( r ,  , z ) вы-

брана таким образом, что координатная ось z  совпадает с осью вращения ци-

линдрического слоя. Плотность материала слоя  r  и его объемная тепло-

емкость  rcc    описываются непрерывными функциями радиальной 

координаты r . Модули упругости  r ,  r , температурный коэффици-

ент линейного расширения  rTT   и коэффициент теплопроводности 

 rTT   материала слоя описываются дифференцируемыми функциями ко-

ординаты r . Источники тепла в теле отсутствуют. 
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 Полагаем, что окружающее цилиндрический слой пространство  1j  и 

полость слоя  2j  заполнены теплопроводными однородными сжимаемыми 

жидкостями. Жидкости имеют плотность j , скорость звука jс , отношение 

удельных теплоемкостей при постоянных давлении и объеме j , температуро-

проводность T
j , коэффициент температурного расширения T

j , теплопровод-

ность T
j . Считаем, что в невозмущенном состоянии тело и жидкости имеют 

одинаковую постоянную температуру 0T . 

 

 

Рис. 2.2.1. Схема задачи 

 

 Пусть из внешнего пространства на цилиндрический слой наклонно падает 

плоская звуковая волна, потенциал скоростей которой равен 

   tiAii  rk11exp ,  
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где iA  ‒ амплитуда волны; 11k  ‒ волновой вектор; r  ‒ радиус-вектор;   ‒ кру-

говая частота. Временной множитель )exp( ti  далее опускается. Полагаем, 

что вектор 11k  лежит в плоскости  ,0 , образуя угол   с осью z . Потенциал 

падающей волны может быть представлен в виде [49] 

        




mrkJzikzr
m

r
mm

z
i cosexp,,

0
1111 ,  

где  

  sin1111 kk r ,  cos1111 kk z ,   m
mim iA 02  , 

rk11, zk11 − проекции волнового вектора 11k  на координатные оси r  и z ; 11k  ‒ 

волновое число звуковых волн в окружающей слой жидкости;  xJm  − цилин-

дрическая функция Бесселя порядка m ; m0  ‒ символ Кронекера. 

 При падении звуковой волны на термоупругий цилиндрический слой, гра-

ничащий с теплопроводными жидкостями, в окружающей слой жидкости и в 

жидкости, заполняющей полость слоя, возникают соответственно рассеянная и 

прошедшая звуковые волны. Кроме того, в этих жидкостях возбуждаются теп-

ловые волны. Само тело деформируется, его температура изменяется. 

 Определим волновые поля в неоднородном термоупругом цилиндрическом 

слое и граничащих с ним жидкостях. 

 Уравнения волновых полей. С учетом условий излучения на бесконечно-

сти (1.2.38) потенциалы скоростей рассеянной цилиндрическим слоем звуковой 

волны 11  и возбужденной во внешнем пространстве тепловой волны 12  за-

писываются в виде [92, 199] 

        




mrkHVzikzr
m

r
smsm

z
ss cosexp,,

0
111 , 2,1s , (2.2.1) 

где  xHm  − цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка m ; rk12 , 

zk12  ‒ проекции волнового вектора тепловых волн во внешнем пространстве на 
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оси r  и z , причем     2
12

2

12

2

12 kkk zr  . Здесь 12k  ‒ волновое число тепловых 

волн в окружающей слой жидкости.  

 С учетом условий ограниченности потенциалы скоростей звуковой волны 

21  и тепловой волны 22  в полости слоя записываются в виде [92, 199] 

        




mrkJWzikzr
m

r
smsm

z
ss cosexp,,

0
222 , 2,1s , (2.2.2) 

где r
sk2 , z

sk2  ( 2,1s ) ‒ проекции волнового вектора звуковых ( 1s ) и тепловых 

( 2s ) волн в полости слоя на оси r  и z , причем     2
2

2

2

2

2 s
z
s

r
s kkk  . Здесь 

21k , 22k  ‒ волновые числа звуковых и тепловых волн в полости слоя.  

 Заметим, что согласно закону Снеллиуса zzzz kkkk 22211211  . 

 Поля скоростей jv , давлений jp  и температур j  снаружи  1j  и в по-

лости  2j  тела определяются из выражений (2.1.1). 

 Волновые поля в цилиндрическом слое описываются уравнениями линей-

ной связанной динамической задачи термоупругости неоднородного изотроп-

ного тела (1.2.39) ‒ (1.2.42), записанными в цилиндрической системе координат 

( rq 1 , 2q , zq 3 ). Так как неоднородность материала слоя проявляется 

лишь в радиальном направлении, то согласно закону Снеллиуса зависимость от 

координаты z  компонентов вектора смещения  zrur ,, ,  zru ,, ,  zruz ,,  и 

приращения температуры  zrT ,,  в слое имеет вид  zik z
11exp . Кроме того, эти 

функции являются периодическими по углу   с периодом 2 . Причем в рас-

сматриваемом случае  zrur ,, ,  zruz ,, ,  zrT ,,  ‒ четные функции коорди-

наты  , а  zru ,,  ‒ нечетная функция  . Поэтому эти функции представля-

ются следующими рядами Фурье [92, 199]: 
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0
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mrUzikzrT
m

m
z cosexp,,

0
411 . 

 Функции  rU m   4,3,2,1  для каждого значения индекса ,...2,1,0m  яв-

ляются решением системы линейных обыкновенных дифференциальных урав-

нений второго порядка [92, 199]: 

 0 mmmmmm CBA UUU ,  (2.2.3) 

где  T4321 ,,, mmmmm UUUUU , штрихи обозначают дифференцирование по 

r . Выражения для элементов матриц четвертого порядка mA , mB , mC  приве-

дены ранее [92, 199].  

 Из граничных условий (1.2.35) на поверхностях контакта цилиндрического 

слоя и жидкостей, записанных в цилиндрической системе координат, получены 

выражения для неизвестных коэффициентов в рядах (2.2.1), (2.2.2) 

          
msmmsmmsmsm rUrUV  3

14
2

11
1 ,  

        24
2

21
1 rUrUW msmmsmsm  , 2,1s  

и краевые условия для системы дифференциальных уравнений (2.2.3) 

   mrrmmmm EA DUU 
 1

1 ,   0
2

2 
rrmmmm EA UU . (2.2.5) 

Выражения для коэффициентов  1
sm ,  2

sm ,  3
sm ,  1

sm ,  2
sm , элементов матриц 

четвертого порядка mE1 , mE2  и вектора mD  приведены ранее [92, 199]. 

 Из выражений (2.2.4) следует, что волновые поля в граничащих с телом 

жидкостях могут быть определены лишь после нахождения поля смещений и 

температурного поля в теле, для чего необходимо решить краевую задачу 

(2.2.3), (2.2.5). Эта краевая задача решена методом сплайн-коллокации с ис-

пользованием аппарата кубических В-сплайнов [92, 199].    

 Результаты расчетов. Рассмотрим дальнюю зону акустического поля. 

Используя асимптотическую формулу для цилиндрической функции Ганкеля 

первого рода при больших значениях аргумента [49, 96]  1x  

(2.2.4) 
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из равенства (2.2.1) при 1s  получаем 
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mVi

rkA

F . (2.2.6) 

Здесь и далее в разделах 2.3, 2.4 величина 111 rk  − волновой размер слоя. 

 Проведены расчеты амплитуды рассеянной звуковой волны  ,F  для 

цилиндрических слоев, граничащих с водой. В расчетах полагали, что толщина 

слоев составляет 10% от их внутреннего радиуса ( 1.121 rr ). Рассматривался 

случай падения плоской звуковой волны с единичной амплитудой по направле-

нию нормали к образующим цилиндрических слоев ( 2 ). 

 Расчеты проводились как для однородных термоупругих цилиндрических 

слоев из алюминия или поливинилбутираля, так и для неоднородных термо-

упругих слоев на основе этих материалов. При этом рассматривались два вида 

неоднородности. Неоднородность первого вида описывается функциями: 

    rfr 1
~ ,    rfr 2

~
 ,    rfr 2

~ ,  

   TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ , 12 rrr  , 

а неоднородность второго вида ‒ функциями: 

    rfr 2
~ ,    rfr 1

~
 ,    rfr 1

~ ,  

   TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ , 12 rrr  , 

где 

  
k

k
rr

rr
rf 














21

2

2

1
1 , 2,1k .   

 
Справа на рисунке показан график функции  rfk . 
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 Для оценки влияния термоупругости неоднородных цилиндрических слоев 

на рассеяние звука расчеты проводились и для упругих неоднородных слоев.  

 На рис. 2.2.2 – 2.2.7 представлены зависимости амплитуды рассеянной 

звуковой волны в направлении   от волнового размера цилиндрического 

слоя в интервале 100  .  

 Из графиков, приведенных на рис. 2.2.2, 2.2.3, 2.2.6, 2.2.7 видно, что нали-

чие рассматриваемых видов неоднородности в термоупругом цилиндрическом 

слое сказывается на обратном рассеянии звука уже в начале рассматриваемого 

интервала волновых чисел. Для термоупругого алюминиевого слоя существен-

ное различие в частотных характеристиках, обусловленное влиянием разных 

видов неоднородности слоя, становится заметным в основном при 4  (рис. 

2.2.2, 2.2.3). Для термоупругого слоя из полимерного материала такое различие 

заметно уже при 4 , где наличие в слое неоднородности первого вида при-

водит к отчетливому смещению первых трех резонансных максимумов зависи-

мости  ,F  в сторону больших волновых чисел (рис. 2.2.6), а наличие неод-

нородности второго вида ‒ к смещению этих максимумов в сторону меньших 

волновых чисел (рис. 2.2.7). 

 В интервале 100   учет термоупругости в неоднородном цилиндриче-

ском слое из материала на основе алюминия приводит к некоторому смещению 

резонансных частот, что отражается на небольшом сдвиге кривых  ,F , за-

метном в основном вблизи резонансных значений величины   (рис. 2.2.4, 

2.2.5). Влияние же на отражение звука термоупругости неоднородного цилин-

дрического слоя из полимерного материала проявляется почти во всем рассмат-

риваемом интервале волновых чисел и с увеличением   становится заметнее 

(рис. 2.2.6, 2.2.7), особенно в случае неоднородности первого вида.  
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Рис. 2.2.2. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дрического слоя из металла в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― термоупругий слой с неоднородностью первого 

вида  

 

 

Рис. 2.2.3. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дрического слоя из металла в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― термоупругий слой с неоднородностью второго 

вида  
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Рис. 2.2.4. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дрического слоя из металла в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородностью первого вида  

 

 

Рис. 2.2.5. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дрического слоя из металла в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородностью второго вида  



60 

 

 

Рис. 2.2.6. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дрического слоя из полимерного материала в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида  

 
 

Рис. 2.2.7. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дрического слоя из полимерного материала в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида  
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 На рис. 2.2.8 – 2.2.15 построены полярные диаграммы направленности ам-

плитуды рассеянной звуковой волны при различных значениях волнового раз-

мера цилиндрического слоя. Ввиду симметрии рассеянного акустического поля 

диаграммы строились для полярного угла в секторе  1800  . Стрелкой на 

рисунках показано направление распространения падающей плоской звуковой 

волны.   

 Различие кривых 1 и 2 на каждом из рисунков 2.2.8 – 2.2.15 указывает на 

влияние неоднородности термоупругого цилиндрического слоя на угловую ха-

рактеристику рассеяния звука. Это влияние зависит, в частности, от частоты 

падающего поля и распределения самой неоднородности по толщине слоя. 

Например, графики на рис. 2.2.8, 2.2.9 (рис. 2.2.10, 2.2.11) показывают, что один 

и тот же вид неоднородности термоупругого алюминиевого слоя при 07.5  

( 5.4 ) проявляется слабее (сильнее) в характеристике рассеяния, чем при 

5.7  ( 1.7 ). В случае же термоупругого полимерного слоя, влияние его 

неоднородности на диаграммы рассеяния существенно на обеих исследуемых 

частотах, соответствующих 3  и 5  (рис. 2.2.12 – 2.2.15). Однако, как при 

3  (рис. 2.2.12, 2.2.14), так и при 5  (рис. 2.2.13, 2.2.15) наблюдается раз-

личие в характеристиках рассеяния (более заметное в области тени) обуслов-

ленное разными видами неоднородности термоупругого слоя.     

 Рис. 2.2.8, 2.2.9, 2.2.11 иллюстрируют пример существенного влияния тер-

моупругости неоднородного цилиндрического слоя из алюминия на рассеяние 

звука вблизи резонансных частот. Видно обусловленное этим влиянием изме-

нение формы диаграмм рассеяния по сравнению с упругим случаем. Расчеты 

показали слабое влияние термоупругости металлического слоя на его рассеи-

вающие свойства вблизи нерезонансных частот, например на частоте, соответ-

ствующей 5.4  (рис. 2.2.10). Учет термоупругости в слое из полимерного 

материала может значительно проявляться в угловой характеристике рассеяния 

звука даже вблизи нерезонансных частот. Это видно на рис. 2.2.12 – 2.2.15, где 

сравнение кривых 2 и 3 показывает, что из-за влияния термоупругости неодно-
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родного полимерного слоя с волновым размером 3  или 5  изменяются 

величина и ширина лепестков полярных диаграмм направленности. 

   

 

 

Рис. 2.2.8. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя из металла при ϖ = 5.07:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида 

 

 

 

 

Рис. 2.2.9. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя из металла при ϖ = 7.50:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида  
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Рис. 2.2.10. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя из металла при ϖ = 4.50:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида  

 

 

 

 

 

Рис. 2.2.11. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя из металла при ϖ = 7.10:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида  
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Рис. 2.2.12. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя из полимерного материала при ϖ = 3:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида 

 

 

 

 

Рис. 2.2.13. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя из полимерного материала при ϖ = 5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида  
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Рис. 2.2.14. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя из полимерного материала при ϖ = 3:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида 

 

 

 

 

Рис. 2.2.15. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя из полимерного материала при ϖ = 5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида  
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 Таким образом, анализ результатов расчетов показывает, что термоупру-

гость и неоднородность цилиндрического слоя влияют на его звукоотражающие 

свойства, причем степень этого влияния значительно зависит от физико-

механических характеристик материала слоя. 

 Отметим, что аналогичные выводы сделаны и в работах [92, 199], где ис-

следовано влияние на рассеяние звука термоупругости и неоднородности ци-

линдрических слоев из материалов на основе стали, алюминия и поливинилбу-

тираля для законов неоднородности вида 

                                                rgr k ~ ,    rgr k
~

,    rgr k ~ ,  

                                               TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ , 12 rrr  , 

                                             где 

                                                










































2

21

4exp2.0
rr

rr
arg k

k , 2,1k ,     (2.2.8) 

 

                                             слева на рисунке показан график функции  rgk . 

Множитель 56.1a  выбирался так, чтобы среднее значение функции  rgk  по 

толщине слоя было равно единице. При этом рассматривались цилиндрические 

слои, имеющие толщину равную их внутреннему радиусу ( 221 rr ).  

 2.3. Рассеяние плоской звуковой волны неоднородным термоупругим 

сферическим слоем 

 Постановка задачи. Рассмотрим неоднородный изотропный термоупру-

гий сферический слой с внешним радиусом 1r  и внутренним 2r  (рис. 2.3.1). 

Плотность материала слоя  r  и его объемная теплоемкость  rcc    опи-

сываются непрерывными функциями радиальной координаты r  сферической 

системы координат ( r ,  ,  ), начало которой совпадает с центом сферического 

слоя. Модули упругости  r ,  r , температурный коэффициент ли-

нейного расширения  rTT   и коэффициент теплопроводности  rTT   

(2.2.7) 
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материала слоя описываются дифференцируемыми функциями координаты r . 

Источники тепла в теле отсутствуют. 

 

 

Рис. 2.3.1. Схема задачи 

 

 Полагаем, что окружающее сферический слой пространство  1j  и по-

лость слоя  2j  заполнены теплопроводными однородными сжимаемыми 

жидкостями. Жидкости имеют плотность j , скорость звука jс , отношение 

удельных теплоемкостей при постоянных давлении и объеме j , температуро-

проводность T
j , коэффициент температурного расширения T

j , теплопровод-

ность T
j . Считаем, что в невозмущенном состоянии тело и жидкости имеют 

одинаковую постоянную температуру 0T . 

 Пусть из внешнего пространства на сферический слой в направлении 0  

падает плоская звуковая волна, потенциал скоростей которой равен 

   tiAii  rk11exp ,  

где iA  ‒ амплитуда волны; 11k  ‒ волновой вектор; r  ‒ радиус-вектор;   ‒ кру-

говая частота. Временной множитель )exp( ti  далее опускается. В сфериче-

ской системе координат потенциал падающей волны может быть представлен в 

виде [49] 
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0

11 cos)(,
n

nnni Prkjr ,   n
in inA 12  , (2.3.1) 

где 11k  ‒ волновое число звуковых волн в окружающей жидкости; )(xjn  ‒ сфе-

рическая функция Бесселя порядка n;  xPn  ‒ многочлен Лежандра степени n.  

 Определим волновые поля в неоднородном термоупругом сферическом 

слое и граничащих с ним жидкостях. 

 Уравнения волновых полей. Ввиду осевой симметрии задачи и свойств 

материала сферического слоя искомые волновые поля не будут зависеть от 

азимутальной координаты  .  

 С учетом условий излучения на бесконечности (1.2.37) потенциалы скоро-

стей рассеянной сферическим слоем звуковой волны 11  и возбужденной во 

внешнем пространстве тепловой волны 12  записываются в виде [93, 199] 

       




cos,
0

11 n
n

snsns PrkhVr , 2,1s , (2.3.2) 

где  xhn  − сферическая функция Ганкеля первого рода порядка n ; 12k  ‒ вол-

новое число тепловых волн в окружающей жидкости.  

 С учетом условий ограниченности потенциалы скоростей звуковой волны 

21  и тепловой волны 22  в полости слоя записываются в виде [93, 199] 

       




cos,
0

22 n
n

snsns PrkjWr , 2,1s , (2.3.3) 

где 21k , 22k  ‒ волновые числа звуковых и тепловых волн в полости слоя.

 Поля скоростей jv , давлений jp  и температур j  снаружи  1j  и в по-

лости  2j  тела определяются из выражений (2.1.1). 

 Волновые поля в сферическом слое описываются уравнениями линейной 

связанной динамической задачи термоупругости неоднородного изотропного 

тела (1.2.39) ‒ (1.2.42), записанными в сферической системе координат ( rq 1 , 

2q , 3q ). Компоненты вектора смещения ru , u  ( 0u ) и приращение 
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температуры T  в слое представляются в виде разложений по многочленам Ле-

жандра [93, 199]: 

       




cos,
0

1 n
n

nr PrUru ,      


 



 cos,

0
2 n

n
n P

d

d
rUru , 

       




cos,
0

3 n
n

n PrUrT . 

 Функции  rU n   3,2,1  для каждого значения индекса ,...2,1,0n  явля-

ются решением системы линейных обыкновенных дифференциальных уравне-

ний второго порядка [93, 199]: 

 0 nnnnnn CBA UUU ,  (2.3.4) 

где  T321 ,, nnnn UUUU , штрихи обозначают дифференцирование по r . Вы-

ражения для элементов матриц третьего порядка nA , nB , nC  приведены ранее 

[93, 199].  

 Из граничных условий (1.2.35) на поверхностях контакта сферического 

слоя и жидкостей, записанных в сферической системе координат, получены вы-

ражения для неизвестных коэффициентов в рядах (2.3.2), (2.3.3) 

          
nsnnsnnsnsn rUrUV  3

13
2

11
1 ,  

        23
2

21
1 rUrUW nsnnsnsn  , 2,1s  

и краевые условия для системы дифференциальных уравнений (2.3.4) 

   nrrnnnn EA DUU 
 1

1 ,   0
2

2 
rrnnnn EA UU . (2.3.6) 

Выражения для коэффициентов  1
sn ,  2

sn ,  3
sn ,  1

sn ,  2
sn , элементов матриц 

третьего порядка nE1 , nE2  и вектора nD  приведены ранее [93, 199]. 

 Из выражений (2.3.5) следует, что волновые поля в граничащих с телом 

жидкостях могут быть определены лишь после нахождения поля смещений и 

температурного поля в теле, для чего необходимо решить краевую задачу 

(2.3.4), (2.3.6). Эта краевая задача решена методом сплайн-коллокации с ис-

пользованием аппарата кубических В-сплайнов [93, 199].     

(2.3.5) 
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 Результаты расчетов. Рассмотрим дальнюю зону акустического поля. 

Используя асимптотическую формулу для сферической функции Ганкеля пер-

вого рода при больших значениях аргумента [49, 96]  1x  

    
 
x

ix
ixh

n
n

exp1
 , 

из равенства (2.3.2) при s = 1 получаем 

       ,exp
2

, 11
1

11 Frik
r

rA
r i ,  

где 

      




 
0

1
1

111

cos
2

,
n

nn
n

i

PVi
rkA

F . (2.3.7) 

 Проведены расчеты амплитуды рассеянной звуковой волны  ,F  для 

сферических слоев, граничащих с водой. В расчетах полагали, что толщина 

слоев составляет 10% от их внутреннего радиуса ( 1.121 rr ). Рассматривался 

случай падения плоской звуковой волны с единичной амплитудой. 

 Расчеты проводились как для однородных термоупругих слоев из алюми-

ния и поливинилбутираля, так и для неоднородных термоупругих слоев на ос-

нове этих материалов. При этом рассматривались два вида неоднородности по 

механическим материальным параметрам. 

 Неоднородность первого вида описывается функциями: 

    rfr 1
~ ,    rfr 2

~
 ,    rfr 2

~ ,  

   TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ , 12 rrr  , 

а неоднородность второго вида ‒ функциями: 

    rfr 2
~ ,    rfr 1

~
 ,    rfr 1

~ ,  

   TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ , 12 rrr  , 

где 

  
k

k
rr

rr
rf 














21

2

2

1
1 , 2,1k ,   

 
справа на рисунке показан график функции  rfk . 
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 Для оценки влияния термоупругости неоднородных сферических слоев на 

рассеяние звука расчеты проводились и для упругих неоднородных слоев.  

 На рис. 2.3.2‒2.3.7 представлены зависимости амплитуды рассеянной зву-

ковой волны в направлении   от волнового размера сферического слоя в 

интервале 100  . Видно, что в этом интервале как термоупругость, так и 

рассматриваемые виды неоднородности металлического слоя приводят к сдвигу 

резонансных максимумов функции  ,F  в сторону больших значений вели-

чины   (рис. 2.3.2‒2.3.5). С увеличением волнового размера слоя этот сдвиг 

становится заметнее. Кроме того, сдвиг резонансных максимумов, обусловлен-

ный влиянием неоднородности, выражен значительно сильнее, особенно в слу-

чае неоднородности второго вида. 

 Графики на рис. 2.3.6, 2.3.7 показывают, что в интервале 20   влияние 

термоупругости и неоднородности сферического слоя из полимерного материа-

ла на амплитуду обратного рассеяния звука слабо различимо. В интервале 

62   учет термоупругости в неоднородном слое из этого материала приво-

дит к более заметному смещению резонансных максимумов зависимости 

 ,F , чем в случае металлического слоя. В этом же интервале наличие в 

термоупругом полимерном слое неоднородности первого вида приводит к сме-

щению резонансных максимумов зависимости  ,F  в сторону меньших 

волновых чисел, а наличие неоднородности второго вида ‒ в  сторону больших 

волновых чисел. При 6  влияние на обратное рассеяние звука как термо-

упругости, так и неоднородности слоя из полимера становится еще заметнее.  

 Сравнение графиков на рис. 2.3.6, 2.3.7 с графиками на рис. 2.2.6, 2.2.7 по-

казывает, что в интервале 60   имеется некоторое сходство форм кривых 

частотных зависимостей, построенных для сферического и цилиндрического 

слоев из материала на основе поливинилбутираля. 
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Рис. 2.3.2. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера сфери-

ческого слоя из металла в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― термоупругий слой с неоднородностью первого 

вида  

 

 

 

Рис. 2.3.3. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера сфери-

ческого слоя из металла в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― термоупругий слой с неоднородностью второго 

вида  
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Рис. 2.3.4. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера сфери-

ческого слоя из металла в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородностью первого вида  

 

 

Рис. 2.3.5. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера сфери-

ческого слоя из металла в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородностью второго вида 
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Рис. 2.3.6. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера сфери-

ческого слоя из полимерного материала в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида  

 

 

 

Рис. 2.3.7. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера сфери-

ческого слоя из полимерного материала в интервале 0 < ϖ ≤ 10:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида  
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 На рис. 2.3.8 – 2.3.15 построены полярные диаграммы направленности ам-

плитуды рассеянной звуковой волны в интервале  1800   при значениях 

волнового размера сферического слоя 5.3  и 5.5 . Стрелкой на рисунках 

показано направление распространения падающей плоской звуковой волны. 

Заметим, что вблизи значения 5.3  ( 5.5 ) расположен резонансный мак-

симум функции  ,F , построенной для металлического слоя с неоднородно-

стью первого (второго) вида.  

 

Рис. 2.3.8. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя из металла при ϖ = 3.5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида 

 
Рис. 2.3.9. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя из металла при ϖ = 5.5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида 
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Рис. 2.3.10. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя из металла при ϖ = 3.5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.3.11. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя из металла при ϖ = 5.5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида 
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Рис. 2.3.12. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя из полимерного материала при ϖ = 3.5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида 

 

 

 

 

 

Рис. 2.3.13. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя из полимерного материала при ϖ = 5.5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью первого вида 
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Рис. 2.3.14. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя из полимерного материала при ϖ = 3.5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида 

 

 

 

 

Рис. 2.3.15. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя из полимерного материала при ϖ = 5.5:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 (3) ― термоупругий (упругий) слой с неоднородно-

стью второго вида 

 

 

 



79 

 

 На рис. 2.3.8, 2.3.11 кривая 2 сильно отличается от кривых 1 и 3. Это сви-

детельствует о возможности существенного влияния как термоупругости, так и 

неоднородности сферического слоя из металла на рассеяние звука вблизи резо-

нансных частот. Расчеты показали, что вблизи нерезонансных частот рассеива-

ющие свойства неоднородного металлического слоя слабо зависят от его тер-

моупругости, что можно видеть, например, на рис. 2.3.9, 2.3.10. Эти же рисунки 

иллюстрируют пример влияния неоднородности термоупругого металлического 

слоя на диаграммы направленности, когда рассматриваемые виды неоднород-

ности приводят к некоторому изменению амплитуды рассеяния главным обра-

зом в освещенной и теневой зонах.  

 Учет как термоупругости, так и неоднородности в сферическом слое из 

полимерного материала может привести к заметному изменению полярной диа-

граммы направленности даже вблизи нерезонансных частот, например, изме-

нить величину и ширину лепестков этой диаграммы (рис. 2.3.12‒2.3.15).    

 Таким образом, анализ результатов расчетов показывает, что термоупру-

гость и неоднородность сферического слоя влияют на его звукоотражающие 

свойства, причем степень этого влияния значительно зависит от физико-

механических характеристик материала слоя. 

 Отметим, что аналогичные выводы сделаны и в работах [93, 199], где ис-

следовано влияние на рассеяние звука термоупругости и неоднородности сфе-

рических слоев из материалов на основе стали, алюминия и поливинилбутираля 

для законов неоднородности вида (2.2.7). При этом рассматривались слои, 

имеющие толщину равную их внутреннему радиусу ( 221 rr ).  

 2.4. Рассеяние цилиндрических и сферических звуковых волн неодно-

родными термоупругими слоями цилиндрической и сферической формы 

Аппроксимация реального первичного акустического поля плоской волной 

справедлива, только когда расстояние от источника звука до рассеивателя мно-

го больше длины звуковой волны. На практике это условие часто не выполня-

ется. В этом случае нельзя не учитывать криволинейность фронта падающей 
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волны. Расходимость падающей волны приводит не только к количественным, 

но и качественным изменениям дифракционной картины.  

Акустические поля сложных излучателей можно моделировать с помощью 

цилиндрических и сферических источников. Поэтому изучение дифракции зву-

ковых волн, излучаемых такими источниками, представляет наибольший инте-

рес.  

 2.4.1. Рассеяние цилиндрических звуковых волн неоднородным термо-

упругим цилиндрическим слоем 

 Постановка задачи. Пусть на описанный в разделе 2.2 непрерывно-

слоистый термоупругий цилиндрический слой, граничащий с теплопроводными 

жидкостями, падает звуковая волна, излучаемая бесконечно длинным цилин-

дрическим источником n -го порядка с временной зависимостью  tiexp , где 

ω ‒ круговая частота (в дальнейшем временной множитель будем опускать). На 

поверхности источника возбуждается одна из мод. Ось источника расположена 

параллельно оси вращения цилиндрического слоя и имеет координаты  iir , . 

Введем связанную с источником дополнительную цилиндрическую систему 

координат ( R ,  , z ) так, чтобы полярные оси ox  и OX  основной и дополни-

тельной систем координат были одинаково ориентированы (рис. 2.4.1).  

 

 

Рис. 2.4.1. Геометрия задачи 
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  В дополнительной системе координат потенциал скоростей падающей 

волны имеет вид [168] 

       inRkHAR nii exp, 11 ,    2122 cos2 iii rrrrR  , 

где R  ‒ расстояние от источника до точки наблюдения M  вне тела; 11k  ‒ вол-

новое число звуковых волн в окружающей слой жидкости; iA  ‒ амплитуда вол-

ны;  xHn  − цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка n . В ос-

новной системе координат для точек пространства, таких что irr  , падающее 

поле может быть представлено в виде [40, 183]  

      





m

imnmi imrkJr exp, 11 ,  

где  

      iimn
mn

inm inrkHA  
 exp1 11 , 

 xJm  − цилиндрическая функция Бесселя порядка m . 

 Определим волновые поля в теле и жидкостях.  

 Уравнения волновых полей. В рассматриваемой постановке задача явля-

ется двумерной. Искомые волновые поля не зависят от координаты z .  

 С учетом условий излучения на бесконечности потенциалы скоростей рас-

сеянной телом звуковой волны 11  и возбужденной во внешнем пространстве 

тепловой волны 12  записываются в виде [199] 

       i
m

smsms imrkHVr  




exp, 11 , 2,1s , (2.4.1) 

где 12k  ‒ волновое число тепловых волн в окружающей слой жидкости.  

 С учетом условий ограниченности потенциалы скоростей звуковой волны 

21  и тепловой волны 22  в полости слоя записываются в виде [199] 

       i
m

smsms imrkJWr  




exp, 22 , 2,1s , (2.4.2) 
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где 21k , 22k  ‒ волновые числа звуковых и тепловых волн в полости слоя.

 Поля скоростей, давлений и температур снаружи и в полости слоя опреде-

ляются из выражений (2.1.1). 

 Компоненты вектора смещения ru , u  ( 0zu ) и изменение температуры 

T  в теле представляются следующими рядами Фурье [199]:  

                 i
m

mmmr imrUrUrUrTruru  



 exp,,,,,,, 321 . 

 Функции  rU m   3,2,1  для каждого значения индекса ,...2,1,0 m  

являются решением системы линейных обыкновенных дифференциальных 

уравнений второго порядка [199]: 

 0 mmmmmm CBA UUU ,  (2.4.3) 

где  T321 ,, mmmm UUUU , штрихи обозначают дифференцирование по r . Вы-

ражения для элементов матриц третьего порядка mA , mB , mC  приведены ранее 

[199].  

 Из граничных условий на поверхностях контакта тела и жидкостей полу-

чены выражения для неизвестных коэффициентов в рядах (2.4.1), (2.4.2) 

          
nmsmmsmmsmsm rUrUV  3

13
2

11
1 ,  

        23
2

21
1 rUrUW msmmsmsm  , 2,1s  

и краевые условия для системы дифференциальных уравнений (2.4.3) 

   mrrmmmm EA DUU 
 1

1 ,   0
2

2 
rrmmmm EA UU . (2.4.5) 

Выражения для коэффициентов  1
sm ,  2

sm ,  3
sm ,  1

sm ,  2
sm , элементов матриц 

третьего порядка mE1 , mE2  и вектора mD  приведены ранее [199]. 

 Из выражений (2.4.4) следует, что волновые поля в граничащих с цилин-

дрическим слоем жидкостях могут быть определены лишь после нахождения 

поля смещений и температурного поля в слое, для чего необходимо решить 

(2.4.4) 
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краевую задачу (2.4.3), (2.4.5). Эта краевая задача решена методом сплайн-

коллокации с использованием аппарата кубических В-сплайнов [199].     

 Результаты расчетов. С использованием выражения [199] 

       








m

im
m

i

imVi
rkA

F exp
2

1
111

  

проведены расчеты полярной диаграммы направленности амплитуды рассеян-

ной звуковой волны  F  в дальней зоне поля для цилиндрического слоя при 

221 rr , граничащего с водой. Рассматривался случай падения звуковой вол-

ны, излучаемой цилиндрическим источником нулевого порядка ( 0n ), распо-

ложенным в направлении i . При таком симметричном излучении волны 

величины ru , T  будут симметричны, а величина u  антисимметрична относи-

тельно плоскости  ,0 . Поэтому выполняются соотношения 

    rUrU mm 1,1  ,    rUrU mm 2,2  ,    rUrU mm 3,3   

и, следовательно, при решении краевой задачи (2.4.3), (2.4.5) достаточно огра-

ничиться только неотрицательными значениями индекса m . Кроме того, 

используя известные соотношения для цилиндрических функций 

      xJxJ m
m

m 1 ,         xHxH m
m

m 1 ,  

можно показать, что  

   m
m

m VV 1,1 1 . 

 Отметим также, что из решения задачи дифракции излучаемой цилиндри-

ческим источником нулевого порядка звуковой волны на непрерывно-слоистом 

термоупругом цилиндрическом слое можно получить решение дифракционной 

задачи для случая, когда падающая звуковая волна является плоской и распро-

страняется в направлении нормали к образующей цилиндрического слоя. Для 

этого следует в приведенном выше решении заменить функцию  im rkH 11  ее 

асимптотическим выражением, считая, что расстояние между источником и 

рассеивателем достаточно велико ( 111 irk ). В результате получим решение 
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задачи дифракции плоской волны, амплитуда которой равна 
















 


 4
exp

2
11

11
i

i
i rki

rk
A . 

Расчеты проводились как для однородного, так и для неоднородного тер-

моупругого цилиндрического слоя из полимерного материала (поливинилбути-

раль). При этом рассматривалась неоднородность вида (2.2.7) при 1k .  

 Для оценки влияния термоупругости неоднородного слоя на рассеяние 

звука расчеты выполнялись и для упругого неоднородного слоя.  

 Результаты расчетов представлены на рис. 2.4.2 – 2.4.5. В силу симметрии 

рассеянного акустического поля диаграмма рассеяния  F  строилась для по-

лярного угла в секторе 
 1800  . Стрелкой на рисунках показано направле-

ние падения волны на тело. 

 

 

Рис. 2.4.2. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

неоднородного термоупругого цилиндрического слоя с волновым размером ϖ = 4:  

1 ― случай падения плоской волны, 2‒4 ― случай падения цилиндрической волны при раз-

ном удалении источника от рассеивателя (2 ― ri = 1.2 r1, 3 ― ri = 3.6 r1, 4 ― ri = 20 r1) 

 

 На рис. 2.4.2 построены графики диаграммы рассеяния для неоднородного 

термоупругого цилиндрического слоя с волновым размером 4  при разном 

удалении цилиндрического источника от тела. Для сравнения с помощью фор-

мулы (2.2.6) на рисунке нанесен график диаграммы рассеяния для случая паде-

ния плоской звуковой волны на такой слой. Кроме того, на этом рисунке гра-
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фики строились при условии равенства амплитуды падающей цилиндрической 

волны амплитуде плоской волны на расстоянии ir  от источника. Из графиков 

следует, что на достаточно большом удалении источника от рассеивателя 

( 120rri  ) различие в геометрии падающего поля практически не влияет на гео-

метрию рассеянного поля (на рисунке кривые 1 и 4 почти не различимы). По 

мере приближения источника к рассеивателю криволинейность фронта падаю-

щей волны приводит к значительному изменению формы полярной диаграммы 

направленности.  

 

Рис. 2.4.3. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

неоднородного термоупругого цилиндрического слоя с волновым размером ϖ = 4 при разном 

удалении от рассеивателя источника цилиндрической волны с единичной амплитудой:  

1 ― ri = 2.4 r1, 2 ― ri = 1.2 r1, 3 ― ri = 3.6 r1 

 

 На рис. 2.4.3 построены графики диаграммы рассеяния для неоднородного 

термоупругого цилиндрического слоя с волновым размером 4  при разном 

удалении источника от тела в случае падения на тело цилиндрической звуковой 

волны с единичной амплитудой ( 1iA ). Видно, что в этом случае почти во 

всем интервале 
 1800   с уменьшением расстояния ir  наблюдается увели-

чение амплитуды рассеяния звука. Это указывает на то, что при приближении 

источника к рассеивателю картина рассеяния изменяется не только качественно 

(формы кривых 2, 3 на рис. 2.4.2 и 2.4.3 сохраняются), но и количественно. 
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Рис. 2.4.4. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя с волновым размером ϖ = 3 при удалении на расстояние ri = 1.2 r1 от 

рассеивателя источника цилиндрической волны с единичной амплитудой:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― неоднородный термоупругий слой, 3 ― неодно-

родный упругий слой 

 

Рис. 2.4.5. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

цилиндрического слоя с волновым размером ϖ = 4 при удалении на расстояние ri = 1.2 r1 от 

рассеивателя источника цилиндрической волны с единичной амплитудой:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― неоднородный термоупругий слой, 3 ― неодно-

родный упругий слой 
 

 На рис. 2.4.4 и 2.4.5 построены графики диаграммы рассеяния для цилин-

дрического слоя с волновым размером 3  и 4  соответственно. При этом 

рассматривался случай падения на тело звуковой волны с единичной амплиту-

дой ( 1iA ), излучаемой цилиндрическим источником, находящимся на рассто-

янии 12.1 rri   от тела. Из графиков следует, что на исследуемых частотах, в 
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случае близко расположенного цилиндрического источника звуковых волн, как 

учет термоупругости, так и наличие неоднородности в цилиндрическом слое из 

полимерного материала приводит к существенному изменению формы и вели-

чины лепестков полярной диаграммы направленности амплитуды рассеянной 

звуковой волны.   

 2.4.2. Рассеяние сферических звуковых волн неоднородным термо-

упругим сферическим слоем 

 Постановка и решение задачи. Пусть на описанный в разделе 2.3 непре-

рывно-слоистый термоупругий сферический слой, граничащий с теплопровод-

ными жидкостями, падает звуковая волна, излучаемая точечным источником с 

временной зависимостью  tiexp , где   ‒ круговая частота (в дальнейшем 

временной множитель будем опускать). Источник расположен в точке с коор-

динатами irr  ,   (рис. 2.4.6). Потенциал скоростей такой волны имеет вид 

[168] 

  
 
R

Rik
AR ii

11exp
 ,   2122 cos2  ii rrrrR , 

где R  ‒ расстояние от источника до точки наблюдения M  вне тела; iA  ‒ ам-

плитуда волны; 11k  ‒ волновое число звуковых волн в окружающей тело жид-

кости. Определим волновые поля в теле и жидкостях. 

 

 

Рис. 2.4.6. Геометрия задачи 
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 В сферической системе координат для точек пространства, таких что irr  , 

потенциал скоростей падающей волны может быть представлен разложением 

[110] 

    





0

11 cos)(,
n

nnni Prkjr ,      in
n

in rkhkniA 1111121  ,  

которое аналогично разложению (2.3.1). Поэтому решение задачи о рассеянии 

звука непрерывно-слоистым термоупругим сферическим слоем в случае паде-

ния на него сферической волны проводится точно также как и в случае падения 

плоской волны (см. раздел 2.3 и работы [64, 199]). Кроме того, если считать, 

что расстояние между сферическим источником и данным телом достаточно 

велико ( 111 irk ) и заменить функцию  in rkh 11  ее асимптотическим выраже-

нием, то можно, наоборот, получить из решения дифракционной задачи для 

случая падения сферической волны решение задачи для случая падения плос-

кой волны с амплитудой равной 
 

i

i
i

r

rik
A 11exp

.    

 Результаты расчетов. С помощью формулы (2.3.7) проведены расчеты 

полярной диаграммы направленности амплитуды рассеянной звуковой волны в 

дальней зоне поля для сферического слоя при 221 rr , граничащего с водой.  

 Расчеты проводились как однородного термоупругого слоя из поливи-

нилбутираля, так и для неоднородного термоупругого слоя на основе этого ма-

териала. При этом рассматривалась неоднородность вида (2.2.7) при 1k . 

 Для оценки влияния термоупругости неоднородного слоя на рассеяние 

звука расчеты проводились и для упругого неоднородного слоя.  

 Результаты расчетов представлены на рис. 2.4.7 – 2.4.10. Для сравнения на 

рисунке 2.4.7 нанесен график диаграммы рассеяния для случая падения плоской 

звуковой волны на сферический слой. Кроме того, на этом рисунке графики 

строились при условии равенства амплитуды падающей сферической волны 

амплитуде плоской волны на расстоянии ir  от источника. Значения параметров 
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  и ir , при которых построены графики на рис. 2.4.7, соответствуют значениям 

параметров рис. 2.4.2, рис. 2.4.8 – рис. 2.4.3, рис. 2.4.9 – рис. 2.4.4, рис. 2.4.10 – 

рис. 2.4.5.  

 

 

Рис. 2.4.7. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

неоднородного термоупругого сферического слоя с волновым размером ϖ = 4:  

1 ― случай падения плоской волны, 2‒4 ― случай падения сферической волны при разном 

удалении источника от рассеивателя (2 ― ri = 1.2 r1, 3 ― ri = 3.6 r1, 4 ― ri = 20 r1) 

 

 

 

Рис. 2.4.8. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

неоднородного термоупругого сферического слоя с волновым размером ϖ = 4 при разном 

удалении от рассеивателя источника сферической волны с единичной амплитудой:  

1 ― ri = 2.4 r1, 2 ― ri = 1.2 r1, 3 ― ri = 3.6 r1 
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Рис. 2.4.9. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя с волновым размером ϖ = 3 при удалении на расстояние ri = 1.2 r1 от рас-

сеивателя источника сферической волны с единичной амплитудой:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― неоднородный термоупругий слой, 3 ― неодно-

родный упругий слой 

 

 

 

 

 

Рис. 2.4.10. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

сферического слоя с волновым размером ϖ = 4 при удалении на расстояние ri = 1.2 r1 от рас-

сеивателя источника сферической волны с единичной амплитудой:  

1 ― однородный термоупругий слой, 2 ― неоднородный термоупругий слой, 3 ― неодно-

родный упругий слой 
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 Из графиков следует, что характер влияния удаленности точечного источ-

ника звуковых волн от сферического слоя, а также степень влияния термоупру-

гости и неоднородности материала этого слоя на рассеяние звука такие же, как 

и в случае цилиндрических линейного источника и слоя.     

 2.4.3. Рассеяние цилиндрических звуковых волн неоднородным термо-

упругим сферическим слоем 

 Рассматриваемая в этом разделе дифракционная задача с математической 

точки зрения значительно сложнее по сравнению с осесимметричными задача-

ми дифракции плоской и сферической звуковых волн. 

Постановка задачи. Пусть на описанный в разделе 2.3 непрерывно-

слоистый термоупругий сферический слой, граничащий с теплопроводными 

жидкостями, падает цилиндрическая звуковая волна, излучаемая бесконечно 

длинным линейным источником с временной зависимостью  tiexp , где   ‒ 

круговая частота. В дальнейшем временной множитель будем опускать. Опре-

делим волновые поля в теле и жидкостях. 

 

Рис. 2.4.11. Геометрия задачи 
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 Уравнения волновых полей. Для решения задачи выберем сферическую 

 ,,r  и цилиндрическую  zr ,,ˆ   системы координат, начала которых совме-

щены с центром сферического слоя (рис. 2.4.11). При этом линейный источник 

параллелен оси z  и имеет цилиндрические координаты  00,ˆ r . 

 Потенциал скоростей падающей волны имеет вид [168] 

    RkHAR ii 110 ,    2/1

00
2
0

2 cosˆˆ2ˆˆ  rrrrR , 

где R  ‒ расстояние от источника до произвольной точки M внешнего простран-

ства; iА  ‒ амплитуда волны; 11k  ‒ волновое число звуковых волн в окружаю-

щей тело жидкости;  xH0  ‒ цилиндрическая функция Ганкеля первого рода 

нулевого порядка. Для точек пространства, таких что 0̂ˆ rr  , падающая волна 

может быть представлена разложением [40] 

      





0

011 cosˆ,ˆ
m

mmi mrkJr ,    0110 ˆ2 rkHА mmim  , 

где  xJm  – цилиндрическая функция Бесселя порядка m ;  xHm  ‒ цилиндри-

ческая функция Ганкеля первого рода порядка m ;  m0  – символ Кронекера.  

 Хотя падающее поле двумерно, искомые волновые поля будут трехмерны-

ми.  

 С учетом условий излучения на бесконечности потенциалы скоростей рас-

сеянной телом звуковой волны 11  и возбужденной во внешнем пространстве 

тепловой волны 12  записываются в виде [74, 199] 

         


 


0 0

011 coscos,,
n

n

m

m
nsnsmns mPrkhVr , 2,1s , (2.4.6) 

где 12k  ‒ волновое число тепловых волн в окружающей тело жидкости;  xhn ‒ 

сферическая функция Ганкеля первого рода порядка n;  cosm
nP  - присоеди-

ненный многочлен Лежандра степени n порядка m.  

 С учетом условий ограниченности потенциалы скоростей звуковой волны 

21  и тепловой волны 22  в полости слоя записываются в виде [74, 199] 
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0 0

022 coscos,,
n

n

m

m
nsnsmns mPrkjWr , 2,1s , (2.4.7) 

где 21k , 22k  ‒ волновые числа звуковых и тепловых волн в полости слоя; 

 xjn ‒ сферическая функция Бесселя порядка n.  

 Поля скоростей, давлений и температур снаружи и в полости сферического 

слоя определяются из выражений (2.1.1). 

 Волновые поля в сферическом слое описываются уравнениями линейной 

связанной динамической задачи термоупругости неоднородного изотропного 

тела (1.2.39) ‒ (1.2.42), записанными в сферической системе координат ( rq 1 , 

2q , 3q ). Для полярной u  и азимутальной u  составляющих вектора 

смещения в теле вводятся вспомогательные функции, такие что [182] 

 












32

sin

1 uu
u , 













32

sin

1 uu
u . 

 Введенные функции, радиальная составляющая ru  вектора смещения и 

приращение температуры T  в теле представляются разложениями в ряды по 

ортогональным поверхностным сферическим гармоникам [74, 199]: 

        


 


0 0

01 coscos,,
n

n

m

m
nmnr mPrUru , 

        


 


0 0

022 coscos,,
n

n

m

m
nmn mPrUru , 

        


 


0 0

033 sincos,,
n

n

m

m
nmn mPrUru , 

        


 


0 0

04 coscos,,
n

n

m

m
nmn mPrUrT . 

При этом вид зависимостей от азимутальной координаты   в этих разложениях 

определяется соображениями симметрии вектора смещения и приращения тем-

пературы относительно плоскости  00 , . 
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  Функции  rU mn   4,3,2,1  для каждой пары индексов m, n (n = 0,1,…; 

m ≤ n) являются решением системы линейных обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка [74, 199]: 

 0 mnnmnnmnn CBA UUU ,  (2.4.8) 

где  T4321 ,,, mnmnmnmnmn UUUUU , штрихи обозначают дифференцирование 

по r . Выражения для элементов матриц четвертого порядка nA , nB , nC , зави-

сящих только от индекса n , приведены ранее [74, 199].  

 Из граничных условий на поверхностях контакта слоя и жидкостей полу-

чены выражения для неизвестных коэффициентов в рядах (2.4.6), (2.4.7) 

          
mnsnmnsnmnsnsmn rUrUV  3

14
2

11
1 ,  

        24
2

21
1 rUrUW mnsnmnsnsmn  , 2,1s  

и краевые условия для системы дифференциальных уравнений (2.4.8) 

   nmnrrmnnmnn EA DUU 
 1

1 ,   0
2

2 
rrmnnmnn EA UU . (2.4.10) 

Выражения для коэффициентов  1
sn ,  2

sn ,  3
sn ,  1

sn ,  2
sn , элементов матриц 

четвертого порядка nE1 , nE2  и вектора nD , зависящих только от индекса n , а 

также выражение для множителя mn , зависящего от индексов m  и n , приве-

дены ранее [74, 199].  

 Из выражений (2.4.9) следует, что волновые поля в граничащих с телом 

жидкостях могут быть определены лишь после нахождения поля смещений и 

температурного поля в теле, для чего необходимо решить краевую задачу 

(2.4.8), (2.4.10). Анализ этой краевой задачи показал (см. [74, 199]), что функ-

ция   03 rU mn . Откуда следует, что   0,,3 ru . 

 Поскольку элементы всех матриц, присутствующих в краевой задачи 

(2.4.8), (2.4.10), не зависят от индекса m , а индекс m  входит только в множи-

тель mn  в краевых условиях (2.4.10), то вводятся новые неизвестные функции 

 rU n1 ,  rU n2 ,  rU n4  по формулам [74] 

    rUrU nmnmn 11  ,    rUrU nmnmn 22  ,    rUrU nmnmn 44  , 

(2.4.9) 
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позволяющие перейти от решения краевой задачи, записанной для каждой пары 

индексов m, n, к решению краевой задачи, записанной только для индекса n.  

 Функции  rU n1 ,  rU n2 ,  rU n4  являются решением краевой задачи вида 

(2.4.8), (2.4.10), где вместо вектора mnU  рассматривается вектор 

 T421 ,, nnnn UUUU , множитель mn  равен единице, nA , nB , nC , nE1 , nE2  ‒ 

матрицы третьего порядка, которые получены из соответствующих прежних 

матриц четвертого порядка вычеркиванием третьей строки и третьего столбца, 

nD  ‒ вектор из трех компонент. Полученная краевая задача решена методом 

сплайн-коллокации с использованием аппарата кубических В-сплайнов [74].     

 Результаты расчетов. С использованием выражения [74] 

       )(coscos
2

,, 0
0 0

1
1

111

  


 

 mPVi
rkA

F
n

n

m

m
nmn

n

i

  

проведены расчеты амплитуды рассеянной звуковой волны   ,,F  в даль-

ней зоне поля для сферического слоя при 221 rr , граничащего с водой. Рас-

сматривался случай падения звуковой волны с единичной амплитудой, излуча-

емой линейным источником, расположенным в направлении 0  на 

расстоянии 10 2.1ˆ rr   от центра сферического слоя.  

Расчеты проводились для неоднородного термоупругого сферического 

слоя из материала на основе поливинилбутираля. При этом рассматривались 

два вида неоднородности, которые характеризуются изменением плотности 

слоя: 

    rgr kk  ~ ,  2,1k , 

   
~

r ,    ~r ,   TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ , 12 rrr  , 

где функция  rgk  ( 2,1k ) определяется выражением (2.2.8). 

 Для оценки влияния термоупругости неоднородного сферического слоя на 

рассеяние звука расчеты выполнялись и для упругого неоднородного слоя с 

плотностью  r1 . 

 



96 

 

 
 

 

Рис. 2.4.12. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера сфери-

ческого слоя из полимерного материала в интервале 5 ≤ ϖ ≤ 10:  

1 — термоупругий слой с плотностью ρ1(r), 2 — термоупругий слой с плотностью ρ2(r), 3 — 

упругий слой с плотностью ρ1(r) 

  

   

 На рис. 2.4.12 приведены графики зависимости амплитуды рассеяния звука 

F  от волнового размера сферического слоя  , рассчитанные в интервале 

105   при углах 2 ,  . Из верхней части рисунка видно различие 

частотных характеристик обратного рассеяния звука, обусловленное разными 

законами изменения плотности материала тела. Нижняя часть рисунка показы-

вает, что учет термоупругости материала тела приводит к отчетливому сдвигу 

резонансных пиков функции F .  
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Рис. 2.4.13. Зависимость амплитуды рассеяния звука от полярного угла для сферического 

слоя из полимерного материала (обозначения приведены на рис. 2.4.4); стрелка ‒ направле-

ние распространения падающей волны 

 

 

 На рис. 2.4.13 представлены графики зависимости F  от полярного угла   

 0 , рассчитанные в плоскости  ,0  для частот, соответствующих 

волновым размерам слоя 3.5  и 8.7 . Видно, что на рассматриваемых ча-

стотах как термоупругость, так и  неоднородность материала сферического слоя 

существенно изменяют форму круговых диаграмм направленности амплитуды 

рассеянной звуковой волны.  
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 2.5. Дифракция плоской звуковой волны на термоупругой пластине с 

неоднородным покрытием 

 В этом разделе решены задачи о дифракции звука на однородной термо-

упругой плоской пластине произвольной толщины с покрытием. Рассмотрены 

случаи непрерывно-слоистого и дискретно-слоистого термоупругих покрытий. 

 2.5.1. Случай непрерывно-слоистого покрытия 

 Постановка задачи. Рассмотрим граничащую с жидкими полупростран-

ствами однородную изотропную термоупругую плоскую пластину толщиной 

H  с покрытием в виде непрерывно-слоистого изотропного термоупругого слоя 

толщиной h  (рис. 2.5.1). Система прямоугольных координат ( x , y , z ) выбрана 

таким образом, что ось x  лежит на границе раздела пластины и жидкости, ось 

z  направлена вниз по нормали к поверхности пластины. Материал пластины 

имеет плотность 
0 , упругие постоянные Ламе 0 , 

0 , температурный коэф-

фициент линейного расширения 
0
T , коэффициент теплопроводности 0

T , объ-

емную теплоемкость 0
c . Плотность материала покрытия  z  и его объем-

ная теплоемкость  zcc    описываются непрерывными функциями 

координаты z , а его модули упругости  z ,  z , температурный коэф-

фициент линейного расширения  zTT   и коэффициент теплопроводности 

 zTT   − дифференцируемыми функциями координаты z . Источники тепла 

в пластине с покрытием отсутствуют. 

 Нижнее  1r  и верхнее  2r  полупространства заполнены теплопро-

водными однородными сжимаемыми жидкостями, имеющими плотность r , 

скорость звука rс , отношение удельных теплоемкостей при постоянных давле-

нии и объеме r , температуропроводность 
T
r , коэффициент температурного 

расширения 
T
r , теплопроводность 

T
r . Считаем, что в невозмущенном состоя-

нии тело и жидкости имеют одну и ту же постоянную температуру 0T . 
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Рис. 2.5.1. Схема задачи 

 

 Пусть из верхнего полупространства на пластину с покрытием наклонно 

падает плоская звуковая волна, потенциал скоростей которой имеет вид 

    thHzkxkiA zx
ii  2121exp ,  

где 

  sin2121 kk x
,  cos2121 kk z

, 

iA  ‒ амплитуда падающей волны; 
xk21 , 

zk21  ‒ проекции волнового вектора па-

дающей волны 21k  на оси координат x  и z  соответственно; 21k  ‒ волновое 

число звуковых волн в верхнем полупространстве;   ‒ круговая частота;   ‒ 

угол падения волны. Без ограничения общности полагаем, что волновой вектор 

падающей волны лежит в плоскости xz . Временной множитель  tiexp  в 

дальнейшем опускаем. 

 При падении звуковой волны на рассматриваемое термоупругое тело в 

верхнем и нижем полупространствах возникают соответственно отраженная от 

тела и прошедшая через него звуковые волны. Кроме того в этих полупро-

странствах возбуждаются тепловые волны. Само тело деформируется, его тем-

пература изменяется. На рис. 2.5.1 через 21k , 11k  обозначены волновые векто-
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ры отраженной и прошедшей звуковых волн, через 12k , 22k  ‒ волновые векто-

ры возбужденных тепловых волн.  

 Определим отраженное от пластины с покрытием акустическое поле. 

 Уравнения волновых полей. Рассматриваемая задача является двумер-

ной. Кроме того, в пластине и покрытии отсутствует смещение частиц термо-

упругой среды вдоль оси y . 

 Скорость частиц жидкости в нижнем  1r  и верхнем  2r  полупро-

странствах представим в виде 

  21grad rrr v ,     2,1r ,   (2.5.1) 

где 
'
2121  i  ‒ потенциал полного акустического поля в верхнем полу-

пространстве; 
'
21 , 11  ‒ потенциалы скоростей отраженной и прошедшей 

волн; 22 , 12  ‒ потенциалы скоростей тепловых волн в верхнем и нижнем 

полупространствах соответственно.   

 Потенциальные функции 1r , 2r  ( 2,1r ) являются решениями уравне-

ний Гельмгольца 

 02  rsrsrs k ,    2,1r ,    2,1s , (2.5.2) 

где 1rk , 2rk  ‒ волновые числа звуковых и тепловых волн в r -й среде соответ-

ственно. При этом  
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 Решения уравнений (2.5.2) будем искать в виде 

    hHzkxkiV zx  21211
'
21 exp ,  

    hHzkxkiV zx  2222222 exp ,                                                        (2.5.4) 

   zkxkiW z
s

x
sss 111 exp  ,    2,1s ,       
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где 1V , 1W   − коэффициенты отражения и прохождения соответственно; 2V , 2W  

‒ коэффициенты возбуждения тепловых волн; x
rsk , z

rsk  ( 2,1r , 2,1s ) ‒ проек-

ции волнового вектора rsk  на оси x  и z  соответственно, причем 

    222

rs
z
rs

x
rs kkk  . Согласно закону Снеллиуса 

xxxx kkkk 21221211  . 

 Определим волновые поля в однородной термоупругой пластине на основе 

линейной связанной динамической задачи термоупругости (1.2.22), (1.2.23). 

Смещение частиц в пластине представим в виде 

   321
0 rotgrad Фu  ,  (2.5.5) 

где потенциалы 1 , 2 , 3Ф  являются решениями уравнений Гельмгольца 

 02  sss , 03
2
33  ФФ ,    2,1s , (2.5.6) 

s , 3  ‒ волновые числа продольных термоупругих и поперечных упругих 

волн соответственно. При этом 
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,   0000 23 T , 

где  lk , Tk  ‒ волновые числа продольных упругих и тепловых волн соответ-

ственно; lc , c  ‒ скорости продольных и поперечных упругих волн соответ-

ственно; T  ‒  коэффициент температуропроводности. 

   (2.5.7) 
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 Так как рассматриваемая дифракционная задача является двумерной, то 

  yzx eФ ,33  , где ye  ‒ орт оси y . Тогда векторное уравнение (2.5.6) сводит-

ся к одному скалярному уравнению 03
2
33  . 

 Скалярные функции 1 , 2 , 3  будем искать в виде 

      zxiBzxiB zxzx 1121111 expexp  , 

      zxiCzxiC zxzx 2222212 expexp  ,            (2.5.8) 

      zxiDzxiD zxzx 3323313 expexp  ,  

где mx , mz  ( 3,2,1m ) ‒ проекции волновых векторов продольных термо-

упругих волн mκ  ( 2,1m ) и поперечных упругих волн 3κ  на оси x  и z  соот-

ветственно, причем 
222
mmzmx  . Согласно закону Снеллиуса 

x
xxx k21321  .  

 Распространение малых возмущений в покрытии опишем системой урав-

нений линейной связанной динамической задачи термоупругости неоднородно-

го изотропного тела (1.2.39) ‒ (1.2.42). В прямоугольных координатах 

( xq 1 , yq 2 , zq 3 ) эта система уравнений принимает вид 

 x
xzxx u
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2








, z

zzxz u
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,  (2.5.9) 
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(   T 23 , штрих означает дифференцирование по z ), 

 Txxxx  udiv2 ,    xzxz  2 , 

 Tzzzz  udiv2 ,  

 
x

ux
xx




 , 



















x

u

z

u zx
xz

2

1
, 

z

uz
zz




 , zzxx udiv ,        (2.5.12) 

где (2.5.9) ‒ уравнения движения сплошной среды, (2.5.10) ‒ уравнение притока 

тепла, (2.5.11) ‒ соотношения Дюгамеля ― Неймана, (2.5.12) ‒ связь деформа-

ций со смещениями.  

   

(2.5.11) 
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 Cоставляющие xu , zu  вектора смещения u  и приращение температуры T  

в покрытии будем искать с учетом закона Снеллиуса в виде 

                xikzUzUzUzxTzxuzxu x
zx 21321 exp,,,,,,,  .      (2.5.13) 

 Подставляя выражения (2.5.11) ‒ (2.5.13) в уравнения (2.5.9), (2.5.10), по-

лучим систему линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второ-

го порядка относительно неизвестных функций )(1 zU , )(2 zU , )(3 zU  

 0 UUU CBA ,    T321 ,, UUUU ,  (2.5.14) 

где  

  332211 ,, diag aaaA ,  
33

 mnbB ,  
33

 mncC . 

Здесь 

 11a ,  222a , Ta 33 , 

 11b ,   xikbb
212112 , 0323113  cbb ,  

  222b , 23b ,  032 Tib , Tb 33 , 

    2
2

21
2

11
xkс ,  xikс

2112 ,  xikс 2113 ,  xikс 2121 ,  

  
2

21
2

22
xkс , 23c ,  02131 Tkс x

,   T
xkciс  

2

2133 . 

 Коэффициенты sV , sW , sB , sC , sD  ( 2,1s ) в выражениях (2.5.4), (2.5.8) 

определяются из граничных условий.  

 На соприкасающихся с жидкостями поверхностях термоупругого тела гра-

ничные условия заключаются в равенстве нормальных скоростей частиц термо-

упругой среды и жидкости, в отсутствии касательных напряжений, в равенстве 

нормального напряжения и акустического давления, в непрерывности акусти-

ческой температуры и теплового потока: 

:)( hHz   nzui 2 , 0xz , 2pzz  ,  

 2T , 
zz

T T
T









 2

2 . 

 

   

(2.5.15) 
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 :0z  nzui 1
0  , 00 xz , 1

0 pzz  ,  

 1
0 T , 

zz

T T
T









 1

1

0
0 , 

 На поверхности, разделяющей пластину и покрытие, должны быть непре-

рывны составляющие вектора смещения частиц термоупругих сред, касатель-

ные и нормальные напряжения, температура и тепловой поток: 

 :Hz   xx uu 0 , zz uu 0 , xzxz 0 , zzzz 0 ,  

 TT 0 , 
z

T

z

T
TT










0
0 . 

Нормальные компоненты скоростей частиц жидкости rn , акустические давле-

ния rp  и акустические температуры r  определяются из выражений 

 
 

z

rr
rn




 21 ,  21 rrrr ip  , 

    





















 21212

1
rrrr

r

r
T
r

r
c

i
,    2,1r . 

Составляющие 0
xu , 0

zu  вектора смещения 0
u  и изменение температуры 0T  в 

пластине записываются через функции 1 , 2 , 3Ф  в виде  

 
 

zx
ux









 3210 , 

 
xz

uz








 3210 , 

     2121
2

0

00
0 2







l
kT . 

Компоненты тензора напряжений 0
xz , 0

zz  связаны с величинами 0
xu , 0

zu , 0T  

соотношениями Дюгамеля ― Неймана (2.5.11), в которых функции  ,  , T  

следует заменить константами 0 , 
0 , 0

T  соответственно.  

 Величины 0
xz , 0

zz  выражаются через функции 1 , 2 , 3 : 

   

(2.5.16) 

   

(2.5.17) 

   (2.5.18) 

   (2.5.19) 
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2
3

2

2
3

2
02

2
1

2
00 2

zxzxzx
xz , 

  
 
























2

1

3
2

0200

2

2
00 222

s
sl

s
zz

zx
k

x
. 

 Рассмотрим граничные условия (2.5.15). Используя условие равенства 

нормальных скоростей частиц термоупругой среды и жидкости и условие не-

прерывности акустической температуры, получим систему уравнений 

 
   

 
 111

aUV 
 hHz

BA ,  

где 

  T21,VVV ,    T2121
1 , ii

z AAk a ,     
22

11
 rsaA ,      

32
11

 rmbB , 

 
  zka 21
1

11
 , 

  zka
22

1
12

 , 
 

21
1

21
a , 

 
22

1
22

a , 

 
       

0
1

22
1

21
1

13
1

11
 bbbb , 

 


1
12

b , 
 

1
1

23
b , 

 






















2
2

2
2

2

2

2
s

Ts
k

c

i
,    2,1s . 

Откуда находим выражения для коэффициентов 1V , 2V  

 
   

 

   111111
aUV















 ABA

hHz

. (2.5.20) 

Из оставшейся части граничных условий (2.5.15) получаем систему уравнений 

 
  

 
   111

bVUU 


DСA
hHz

, (2.5.21) 

где 

    T212212
1 ,,0 i

Tz
i AikAi b ,     

33
11

 mncC ,      
23

11
 mrdD , 

           
0

1
33

1
32

1
31

1
22

1
13

1
11

 cccccc , 
 

 xikc
21

1
12

, 
 

 xikc
21

1
21

, 
 


1

23
c , 

   
0

1
12

1
11

 dd , 
   

2
1

22
1

21
 idd , 

 
21221

1
31

 Tzikd , 
 

22222
1

32
 Tzikd . 
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Подставляя выражение (2.5.20) в уравнение (2.5.21), получаем краевые условия 

для системы дифференциальных уравнений (2.5.14) на границе )( hHz  : 

 
  

 
 11

cUU 
 hHz

LA , (2.5.22) 

где          










 111111 BADCL ,          










 111111
abc AD . 

 Рассмотрим граничные условия (2.5.16). Используя условие равенства 

нормальных скоростей и условие непрерывности акустической температуры, 

получим соотношение 

    
KW

22 BA  , (2.5.23) 

где  

  T21,WWW ,  T212121 ,,,,, DDCCBBK , 

     
22

22
 rsaA ,  

    
62

22


 rjbB , 

 
  zika 11
2

11
 , 

  zika 12
2

12
 , 

 
11

2
21

a , 
 

12
2

22
a , 

 
   

zbb 1
2

12
2

11
 , 

   
zbb 2

2
14

2
13

 , 
    xkbb

21
2

16
2

15
 , 

 
   

1
2

22
2

21
 bb , 

   
2

2
24

2
23

 bb , 
   

0
2

26
2

25
 bb , 

  22

0

00 2
sls k 




 , 























2
1

2
1

1

1

1
s

Ts
k

c

i
,    2,1s . 

Остальные три условия (2.5.16) приводят к соотношению 

    
WK

22 DС  , (2.5.24) 

где  

 
    

63

22


 mjcC ,      

23
22

 mrdD , 

 
   

z
xkсс 121

02
12

2
11

2  , 
   

z
xkсс 221

02
14

2
13

2  ,  

 
      










2

21
2
3

02
16

2
15

x
z kcc , 
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            2002

21
02

24
2

23
2

22
2

21
22

l
x kkcccc  ,  

 
   

z
xkcc 321

02
26

2
25

2  , 

 
   

zTcc 11
02

32
2

31
 , 

   
zTcc 22

02
34

2
33

 , 
   

0
2

36
2

35
 cc , 

 
   

0
2

12
2

11
 dd , 

   
1

2
22

2
21

 idd , 
  zT kd 11111
2

31
 , 

  zT kd
12121

2
32

 . 

 Используя соотношения (2.5.23), (2.5.24), получим систему трех линейных 

уравнений для шести неизвестных компонентов вектора K : 

  02 KE ,          










 212222 BADCE . (2.5.25) 

 Рассмотрим граничные условия (2.5.17). Воспользовавшись условием ра-

венства векторов смещения и условием равенства температур взаимодейству-

ющих термоупругих сред, получим систему трех уравнений 

  
Hz

F


 UK
2 , (2.5.26) 

где  

 
    

63

22


 mjfF , 

 
    Hiikf z

sx
s 121
2

1
1exp  , 

    Hiikf z
sx

s 221
2

2,1
1exp 

 ,  

 
      Hiif z

s
z

s
s 33
2

4,1
1exp1 

 , 

 
      Hiif z

s
z

s
s 11

12
2

1exp1   , 
      Hiif z

s
z

s
s 22

12
2,2

1exp1  
 , 

 
    Hiikf z

sx
s 321

2
4,2

1exp 
 , 

 
    Hif z

s
s 11
2

3
1exp  , 

    Hif z
s

s 22
2

2,3
1exp 

 ,  

 
 

0
2

4,3


s
f ,    2,1s . 

Другие три граничных условия (2.5.17) дают систему уравнений 

      
KUU

21 GСA
Hz



,  (2.5.27) 
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где 

     
63

22


 mjgG , 

 
      Hikg z

s
z

xs
s 1121

02
1

1exp21  ,  

 
      Hikg z

s
z

xs
s 2221

02
2,1

1exp21 
 , 

      Hicg z
s

s 3
2

15
2

4,1
1exp 

 , 

 
      Hicg z

s
s 1

2
21

2
2

1exp  , 
      Hicg z

s
s 2

2
21

2
2,2

1exp 
 , 

 
      Hikg z

s
z

xs
s 3321

02
4,2

1exp21 
 , 

 
      Hiig z

s
Tz

s
s 11

0
1

12
3

1exp1   ,  

 
      Hiig z

s
Tz

s
s 22

0
2

12
2,3

1exp1  
 , 

 
0

2
4,3


s
g ,    2,1s . 

 Для определения шести компонентов вектора K  объединим три уравнения 

(2.5.25) с тремя уравнениями (2.5.26). После объединения получаем 

    
Hz

H


 22
aK ,  (2.5.28) 

где  

     T321
2 0,0,0,,, UUUa ,     

66

22




jk
hH , 

 
   22

mjmj fh  , 
   22

,3 mjjm
eh 


,    3,2,1m ,    6,...,2,1j , 

 2
mje  ‒ компоненты матрицы 

 2E , присутствующей в выражении (2.5.25). Вы-

разив из уравнения (2.5.28) вектор K , находим 

    
Hz

Q


 22
aK ,       

66

2122






jk
qHQ . 

Так как вектор 
 2

a  содержит только три первые отличные от нуля компоненты, 

то имеем 

  
Hz

T


 UK
2 , (2.5.29) 

где 
    

36

22


 jmtT , причем 

   22
jmjm qt   ( 6,...,2,1j , 3,2,1m ). 
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Подставляя выражение (2.5.29) в уравнение (2.5.27), получаем краевые условия 

для системы дифференциальных уравнений (2.5.14) на границе Hz  : 

    02 
 Hz

LA UU ,        2212 TGCL  . (2.5.30) 

 Из выражения (2.5.20) следует, что коэффициент отражения 1V  может быть 

вычислен лишь после решения краевой задачи (2.5.14), (2.5.22), (2.5.30).  

 Решение краевой задачи методом сплайн-коллокации. Найдем решение 

краевой задачи (2.5.14), (2.5.22), (2.5.30) методом сплайн-коллокации [44]. Вве-

дем на отрезке   HhH  ,  равномерную сетку 

  HhH N  ...10  с шагом ĥ . Будем искать приближенное ре-

шение краевой задачи в виде кубических сплайнов  zS1 ,  zS2 ,  zS3  дефекта 

1 с узлами на сетке. Здесь  zS j   3,2,1j  − сплайн-функции, приближающие 

функции  zU j  соответственно.    

 Представим кубические сплайны в виде разложения по базису из нормали-

зованных кубических B -сплайнов [44] 

     zBbzS k

N

k

k
jj 






1

1

,    3,2,1j , (2.5.31) 

где  

             










zBzzzBzzB

kkkkkk
0

1
320

2
3

2

1

3

2
2

6

1
 

               zBzzBzz
kkkkk
0

1
3032 2

6

1

2

1

3

2










 ,  

h

z
z k

k ˆ


 , 

  
 

 












,,;0

,,;1

1

10

kk

kk
k z

z
zB  

 k
jb  − коэффициенты разложения, которые подлежат определению;  zBk  − ба-

зисная сплайн-функция, определенная на интервале-носителе  22 ,   kk  со 

средним узлом k ;  zB
k
0  − нормализованный B -сплайн нулевой степени. 
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 Для того чтобы все базисные функции в (2.5.31) были определены, сетка 

должна быть дополнена узлами 

  hjj
ˆ404   ,  hjNjN

ˆ44   ,    3,2,1j . 

 Потребуем, чтобы сплайны  zS j   3,2,1j  удовлетворяли системе 

(2.5.14) и краевым условиям (2.5.22), (2.5.30) в узлах коллокации, совпадающих 

с узлами введенной сетки. Используя выражения для узловых значений B -

сплайна и его производных [44] (здесь эти выражения приведены ниже в табл. 

2.5.1), получим следующую систему 93 N  линейных алгебраических уравне-

ний с неизвестными коэффициентами 
 k
jb : 

 
 

00
1

0
Sb P , 0kkQ b , Nk ,...,1,0 , 

 
0

2
NNP b ,     (2.5.32) 

где  

 
                  T1

3
1

2
1

1321
1

3
1

2
1

1
,,,,,,,,




kkkkkkkkk
k bbbbbbbbbb ,  

  12
0

ˆ6 cS h , 
    

93

11
0  jpP ,  

93 jk qQ , 
    

93

22

 jN pP . 

Здесь 

 
   

 jmjmjm lhahp 2ˆˆ3 , 
   


 jmmj

lhp 2
3,

ˆ4 , 

 
   


 jmjmmj

lhahp 2
6,

ˆˆ3 ,    2,1 , 

 jmjmjmjm chbhaq 2ˆˆ36  , jmjmmj chaq 2
3,

ˆ412  , 

 jmjmjmmj chbhaq 2
6,

ˆˆ36  ,    3,2,1j ,    3,2,1m , 

 
jml  ( 2,1 ) ‒ элементы матриц 

 L , присутствующих в краевых условиях 

(2.5.22), (2.5.30).  Нижний индекс k  Nk ,...,1,0  у каждой матрицы системы 

(2.5.32) указывает на то, что ее элементы, зависящие от z , вычисляются при 

kz  . 
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 Решив систему (2.5.32), и подставив найденные значения в выражения 

(2.5.31), найдем приближенное решение краевой задачи. 

 Определив по выражению (2.5.20) коэффициент 1V , получим аналитиче-

ское описание акустического поля, отраженного от термоупругой пластины с 

неоднородным термоупругим покрытием по формуле (2.5.4). 

Таблица 2.5.1 

Узловые значения B -сплайна и его производных 

 

   kB    kB    kB   

1k  
6

1
 

ĥ2

1
     

2ˆ

1

h
 

k  
3

2
    0  2ˆ

2

h
  

1k  
6

1
    

ĥ2

1
    

2ˆ

1

h
 

   

 Результаты расчетов. Проведены расчеты коэффициента отражения по 

интенсивности  

  
 

2
1 ,

,
iA

V
I


   

( Hk21  ‒ волновой размер пластины) для пластины с покрытием, находя-

щейся в воде при падении звуковой волны с единичной амплитудой.  

 Рассматривалась алюминиевая пластина толщиной 05.0H м с покрытием 

толщиной 005.0h м из материала на основе поливинилбутираля.  

 Заметим, что здесь и далее при проведении расчетов полагалось, что 

величины 
0 , 0 , 

0 , 0
T , 0

T , 0
c  ‒ физико-механические характеристики 

алюминия, а величины ~ , 
~

, ~ , T
~ , T

~
, c

~  ‒ физико-механические характе-

ристики поливинилбутираля.   
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 Расчеты выполнялись для четырех видов неоднородности термоупругого 

материала покрытия.  

 Первый вид неоднородности характеризуется изменением плотности мате-

риала покрытия по линейному закону: 

    zfz 1
~ ,   HzhH  , 

  
~

z ,    ~z ,   TT z  ~ ,   TT z 
~

,     czc ~ , 

где 

  
h

hHz
zf

2
11


 , 

справа на рисунке показан график функции  zf1 .  

 Второй вид неоднородности проявляется в изменении модулей упругости 

материала покрытия по квадратичным законам: 

    zfz 2
~
 ,    zfz 2

~ ,   HzhH  , 

    ~z ,   TT z  ~ ,   TT z 
~

,     czc ~ , 

где 

  
2

2
2

1
1 







 


h

hHz
zf , 

справа на рисунке показан график функции  zf2 .  

 Третий и четвертый виды неоднородности состоят в изменении плотности 

и модулей упругости материала покрытия. При этом третий вид неоднородно-

сти описывается зависимостями 

    zfz 1
~ ,    zfz 2

~
 ,    zfz 2

~ ,   HzhH  , 

   TT z  ~ ,   TT z 
~

,     czc ~ , 

а четвертый вид неоднородности ‒ зависимостями 

    zfz 1
~ ,    zfz 1

~
 ,    zfz 1

~ ,   HzhH  , 

   TT z  ~ ,   TT z 
~

,     czc ~ . 

 

 



113 

 

 Для оценки влияния покрытия и его неоднородности на звукоотражающие 

свойства пластины расчеты выполнялись и для термоупругой пластины без по-

крытия и для термоупругой пластины с однородным термоупругим покрытием. 

 Для контроля точности приближенного решения краевой задачи (2.5.14), 

(2.5.22), (2.5.30) методом сплайн-коллокации, расчеты проведены на сгущаю-

щихся сетках, причем каждая следующая сетка была в два раза мельче преды-

дущей. Результаты расчетов представлены на рис. 2.5.2 ‒ 2.5.7.  

 

 

 

 

Рис. 2.5.2. Зависимость интенсивности звукоотражения от угла падения звуковой волны:  

1 ― пластина с однородным покрытием, 2 ―  пластина с покрытием, имеющим неоднород-

ность первого вида, 3 ― пластина без покрытия  
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Рис. 2.5.3. Зависимость интенсивности звукоотражения от угла падения звуковой волны:  

1 ― пластина с однородным покрытием, 2 ―  пластина с покрытием, имеющим неоднород-

ность второго вида, 3 ― пластина без покрытия  
 

 

 

Рис. 2.5.4. Зависимость интенсивности звукоотражения от угла падения звуковой волны:  

1 ― пластина с однородным покрытием, 2 ―  пластина с покрытием, имеющим неоднород-

ность третьего вида, 3 ― пластина без покрытия  
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 На рис. 2.5.2 – 2.5.4 представлены графики зависимости интенсивности 

звукоотражения от угла падения звуковой волны, рассчитанные в интервале 

 500   при волновом размере пластины 5.8 . Из рисунков видно, что на 

рассматриваемой частоте при углах падения близких к нормали покрытие прак-

тически не влияет на интенсивность звукоотражения пластины. Сравнение кри-

вых 1 и 3 показывает, что наличие у пластины однородного покрытия приводит 

к сдвигу минимумов функции  ,5.8I . Присутствие в покрытии неоднородно-

сти первого вида усиливает этот сдвиг (рис. 2.5.2). Из-за влияния покрытия с 

неоднородностью второго вида у функции  ,5.8I  вместо трех минимумов су-

ществует только два (рис. 2.5.3). Учет в покрытии неоднородности третьего ви-

да приводит к почти полному сглаживанию двух из трех минимумов функции 

 ,5.8I  (рис. 2.5.4).     

   

 

 

 

Рис. 2.5.5. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера пластины:  

1 ― пластина с однородным покрытием, 2 ―  пластина с покрытием, имеющим неоднород-

ность первого вида, 3 ― пластина без покрытия  
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Рис. 2.5.6. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера пластины:  

1 ― пластина с однородным покрытием, 2 ―  пластина с покрытием, имеющим неоднород-

ность второго вида, 3 ― пластина без покрытия  
 

 

 

 

Рис. 2.5.7. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера пластины:  

1 ― пластина с однородным покрытием, 2 ―  пластина с покрытием, имеющим неоднород-

ность четвертого вида, 3 ― пластина без покрытия  
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 На рис. 2.5.5 – 2.5.7 представлены графики зависимости интенсивности 

звукоотражения от волнового размера пластины, рассчитанные в интервале 

450   при падении звуковой волны по нормали к поверхности покрытия 

пластины ( 0 ). Из рисунков видно, что в диапазоне 50   величина 

 0,I  почти не зависит от наличия или отсутствия покрытия у пластины. С 

увеличением волнового числа   влияние покрытия на звукоотражение пласти-

ны становится заметнее и проявляется в некотором сдвиге по   и увеличении 

значений резонансных минимумов функции  0,I . При этом наблюдается 

различие в частотных характеристиках интенсивности звукоотражения, обу-

словленное влиянием неоднородности покрытия.   

 Таким образом, анализ результатов расчетов показывает возможность из-

менения звукоотражающих свойств термоупругого плоского тела за счет 

непрерывно-слоистой неоднородности его покрытия.  

 2.5.2. Случай дискретно-слоистого покрытия  

 Решение задачи для этого случая получим из решения задачи о дифракции 

плоской звуковой волны на системе однородных термоупругих плоских слоев.  

 Постановка задачи. Рассмотрим граничащую с жидкими полупростран-

ствами термоупругую дискретно-слоистую среду, состоящую из N  ( 2N ) од-

нородных изотропных термоупругих плоских слоев (рис. 2.5.8). Каждый m-й 

слой ( Nm ,...,2,1 ) имеет толщину mh . Материал m-го слоя имеет плотность 

 m , упругие постоянные Ламе  m  и 
 m , температурный коэффициент ли-

нейного расширения 
 m
T , теплопроводность 

 m
T , объемную теплоемкость 

 mc . Источники тепла в термоупругой слоистой среде отсутствуют. 
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Рис. 2.5.8. Схема задачи 

 Система прямоугольных координат ( x , y , z ) выбрана таким образом, что 

ось x  лежит на границе раздела первого слоя и жидкости, ось z  направлена 

вниз по нормали к поверхностям слоев. 

 Нижнее  1r  и верхнее  2r  полупространства заполнены теплопро-

водными однородными сжимаемыми жидкостями, имеющими плотность r , 

скорость звука rс , отношение удельных теплоемкостей при постоянных давле-

нии и объеме r , температуропроводность T
r , коэффициент температурного 

расширения T
r , теплопроводность T

r . Считаем, что в невозмущенном состоя-

нии твердая и жидкие среды имеют одну и ту же постоянную температуру 0T . 

Пусть из верхнего полупространства на границу раздела N -го слоя и жид-

кости падает плоская звуковая волна, потенциал скоростей которой  

    tHzkxkiA N
zx

ii  2121
exp ,  

где 

  sin2121
kk x ,  cos2121 kk z , 




N

j
jN hH

1

, 
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iA  ‒ амплитуда падающей волны; xk21
, zk21 ‒ проекции волнового вектора па-

дающей волны 21k  на оси координат x  и z  соответственно; 21k  ‒ волновое 

число звуковых волн в верхнем полупространстве;   ‒ круговая частота;   ‒ 

угол падения волны; NH  ‒ толщина многослойной системы. Без ограничения 

общности полагаем, что волновой вектор падающей волны лежит в плоскости 

xz . Временной множитель  tiexp  далее опускается. 

 На рис. 2.5.8 через 21k  и 11k  обозначены волновые векторы отраженной и 

прошедшей звуковых волн, а через 12k  и 22k  ‒ волновые векторы возбужден-

ных тепловых волн.  

 Определим волновые поля в жидкостях и термоупругих слоях. 

 Уравнения волновых полей. Рассматриваемая задача является двумер-

ной. В каждом слое системы отсутствует смещение частиц термоупругой среды 

вдоль оси y . 

 Скорость частиц жидкости в нижнем и верхнем полупространствах пред-

ставим через потенциалы скоростей звуковых и тепловых волн в виде (2.5.1). 

Эти потенциалы, удовлетворяющие уравнениям Гельмгольца (2.5.2), будем ис-

кать в виде аналогичном (2.5.4):  

    N
zx HzkxkiV  21211

'
21 exp ,    N

zx HzkxkiV  2221222 exp ,                                                

   zkxkiW z
s

x
ss 1211 exp  ,    2,1s .       

Волновые поля в однородном термоупругом m-м  Nm ,...,2,1  слое систе-

мы  определим на основе линейной связанной динамической задачи термоупру-

гости (1.2.22), (1.2.23). Смещение частиц в m-м слое представим в виде 

         mmmm
321

rotgrad Фu  ,    Nm ,...,2,1 , (2.5.34) 

где потенциалы 
 m
1

 , 
 m
2

 , 
 m
3

Ф  ‒ решения уравнений Гельмгольца  

       02  m
s

m
s

m
s , 

     
0

3
2

33


mmm
ФФ ,    2,1s . (2.5.35) 

(2.5.33) 
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Здесь  m
s  ( 2,1s ), 

 m
3

  ‒ волновые числа продольных термоупругих и попе-

речных упругих волн соответственно. При этом  
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 , 

 
 

 ik
m

T

m
T 


















 1

2

21

,  

 
   

 

21
2




















m

mm
m

l
c , 

 
 

 

21


















 m

m
mc , 
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c

T






2

0
2

,         m
T

mmm  23 , 

 m
l

k , 
 m
Tk  ‒ волновые числа продольных упругих и тепловых волн соответ-

ственно; 
 m
l

c ,  mc  ‒ скорости продольных и поперечных упругих волн соот-

ветственно; 
 m
T ‒  температуропроводность. 

 Так как рассматриваемая дифракционная задача является двумерной, то 

     y
mm

zx eФ ,
33

 , где ye  ‒ орт оси y . Тогда векторное уравнение (2.5.35) 

сводится к одному скалярному уравнению Гельмгольца. 

 Решения уравнений (2.5.35) будем искать в виде 

 
                 zxiBzxiB

m
z

m
x

mm
z

m
x

mm
1121111

expexp  , 

 
                 zxiCzxiC

m
z

m
x

mm
z

m
x

mm
2222212

expexp  , (2.5.37) 

 
                 zxiDzxiD

m
z

m
x

mm
z

m
x

mm
3323313

expexp  , 

(2.5.36) 
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где 
 m
jx , 

 m
jz  ( 3,2,1j ) ‒ проекции волнового вектора 

 m
jκ  на оси x  и z  со-

ответственно, причем 
     222 m

j
m
jz

m
jx  . Согласно закону Снеллиуса 

      xm
x

m
x

m
x

k
21321

 .  

 Коэффициенты sV , sW ,  m
sB ,  m

sC ,  m
sD  ( 2,1s ) в выражениях (2.5.33), 

(2.5.37) должны быть определены из граничных условий.  

 На соприкасающихся с жидкостями поверхностях первого и N -го термо-

упругих слоев граничные условия включают равенство нормальных скоростей 

частиц термоупругой среды и жидкости, условие отсутствия касательных 

напряжений, равенство нормального напряжения и акустического давления, 

условие непрерывности акустической температуры и теплового потока: 

:0z  
 

nzui 1
1  , 

  01 xz , 
 

1
1 pzz  , 

 
1

1 T , 
 

 

zz

T T
T 







 1

1

1
1

, 

:NHz   
 

n
N

zui 2 , 
  0 N
xz , 

 
2pN

zz  , 
 

2NT , 
 

 

zz

T T
N

N
T 







 2

2 . 

 На поверхностях, разделяющих термоупругие слои, должны быть непре-

рывны составляющие вектора смещения частиц термоупругих сред, касатель-

ные и нормальные напряжения, температура и тепловой поток: 

 :1 Hz       xx uu 1 ,      zz uu 1 ,      xzxz
1 ,      zzzz

1 ,  

 
    TT 1 , 

 
 

 
 

z

T

z

T
TT 















1
1

,    N,...,3,2 .    (2.5.39) 

Здесь 



 

1

1
1 hH . 

 Нормальные компоненты скоростей частиц жидкости rn , акустические 

давления rp  и акустические температуры r  в нижнем  1r  и верхнем  2r  

полупространствах определяются из выражений (2.5.18). Составляющие  m
xu , 

(2.5.38) 
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 m
zu  вектора смещения  m

u  и возмущение температуры  mT  в m-м 

( Nm ,...,2,1 ) слое  записываются через функции 
 m
1

 , 
 m
2

 , 
 m
3

 : 
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mmm
m

x








 321 ,  
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mmm
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 321 , 

  
   

 
            mmmmm
lm

mm
m kT

2121
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 . 

 Компоненты тензора напряжений  m
xz ,  m

zz  связаны с величинами  m
xu ,  m

zu , 

 mT  соотношениями Дюгамеля ― Неймана (2.5.11), которые здесь имеют вид 

      m
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xz  2 ,              mmmmm
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С использованием формул (2.5.40) эти соотношения записываются в виде 
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 Для того чтобы решить данную задачу, необходимо построить с помощью 

всех граничных условий систему 46 N  линейных алгебраических уравнений 

относительно такого же числа неизвестных коэффициентов в выражениях 

(2.5.33), (2.5.37), а затем решить эту систему. Однако более целесообразно ис-

пользовать для решения рассматриваемой задачи матричный метод [10, 109].  

 Решение задачи матричным методом. Составляющие вектора смещения 

 m
xu ,  m

zu , компоненты тензора напряжений  m
xz ,  m

zz , изменение температу-

ры 
 mT  и тепловой поток 

    zT mm
T   будем искать в виде 

(2.5.40) 

(2.5.41) 
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 , (2.5.42)  

где 

                     T
654321

,,,,, zszszszszszsz
mmmmmmm S ( Nm ,...,2,1 ) ‒ вектор 

смещения-напряжения-температуры. 

 Введем вектор коэффициентов 

               T
212121

,,,,,
mmmmmmm DDCCBBK . 

Связь между векторами   zm
S  и  m

K  определяется формулой 

 
       mmm zMz KS  ,    Nm ,...,2,1 , (2.5.43) 

где 
  zM m

 ‒ матица шестого порядка с элементами, которые являются функ-

циями координаты z  ( 1 mm HzH ,  00 H ). С учетом выражений 

(2.5.40) – (2.5.42) получаем 
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 ,    Nm ,...,2,1 ,    2,1r . 

 Рассмотрим произвольный m-й слой ( Nm ,...,2,1 ). На границах этого слоя 

1 mHz  и mHz   из равенств (2.5.43) получаем соотношения 

        m
m

m
m

m HMH KS 11   , 

        m
m

m
m

m HMH KS  . 

Так как внутри m-го слоя ( Nm ,...,2,1 ) вектор 
 m

K  не меняется, то имеем 

             1

1

1 



  m
m

m
m

m
m

m
m HHMHMH SS .  (2.5.44) 

Подставляя выражения (2.5.42) в граничные условия (2.5.39), при 1 Hz  

находим 

      1
1

1 



  HH SS ,    N,...,3,2 . 

Тогда соотношение (2.5.44) записывается в виде 

       1
1





  HPH SS , N,...,3,2 ,        011

1
1

SS PH  ,    (2.5.45) 

где          1

1







  HMHMP . 

  Используя формулы (2.5.45) для каждого слоя, получаем соотношение 

      01
SS PHN

N  ,         11 ...PPPP NN  , (2.5.46) 

из которого следует  
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     0

1
6

1
k

k
lkN

N
l

spHs 


 ,    6,...,3,2l  (2.5.47) 

( lkp  ‒ элементы матрицы P). 

 Равенство первых компонентов векторов в левой и правой частях 

равенства (2.5.46) не учитывается, так как на границе раздела термоупругой 

среды и жидкости условие непрерывности тангенциальной компоненты вектора 

смещения не выполняется. 

 Подставляя выражения (2.5.42) в граничные условия (2.5.38), находим 
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,    2,1r ,    2,1s .  

Подставляя выражения (2.5.48) в равенства (2.5.47), получаем систему пяти ли-

нейных алгебраических уравнений с неизвестными 1V , 2V , 1W , 2W , 
  0
1

1
s . 

Определив эти коэффициенты, можно аналитически описать волновые поля в 

верхнем и нижнем полупространствах, а также в термоупругих слоях.    

 Решение задачи о дифракции плоской звуковой волны на однородной тер-

моупругой плоской пластине с дискретно-слоистым термоупругим покрытием 

является следствием полученного выше решения, поскольку показанную на 

рис. 2.5.8 многослойную систему можно рассматривать как однородную термо-

упругую пластину толщиной 1h  c дискретно-слоистым покрытием, имеющим 

толщину 1hHh N   и состоящим из 11  NN   2N  термоупругих слоев. 
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 Результаты расчетов. На основе полученного решения задачи проведены 

два вычислительных эксперимента. В первом из них показана возможность ма-

тематического моделирования непрерывно-слоистого термоупругого слоя тол-

щиной NH  системой плоских слоев из однородных термоупругих материалов. 

Во втором ‒ непрерывно-слоистое термоупругое покрытие толщиной h , кото-

рым оснащена однородная термоупругая пластина толщиной 1h , моделируется 

дискретно-слоистым покрытием. 

В первом вычислительном эксперименте проведены расчеты коэффициен- 

та прозрачности по интенсивности I   

 
 

2
1

12

21 ,
,

iA

W

c

c
I






  

( NHk21  ‒ волновой размер плоского слоя) для термоупругих слоев из по-

лимерного материала, имеющих толщину 005.0NH м и находящихся в воде. 

Амплитуда падающей волны полагалась равной единице. 

 Вычислительный эксперимент проводился как для слоя из непрерывно-

слоистого материала, так и для слоя из дискретно-слоистого материала. В слу-

чае непрерывно-слоистого материала расчеты выполнялись с помощью реше-

ния дифракционной задачи, полученного в п. 2.1. При этом неоднородность ма-

териала задавалась зависимостями  

     zfz 1
~ ,    zfz 2

~
 ,    zfz 3

~ , 

    zfz TT 4
~ ,    zfz TT 5

~
 ,    zfczc 6

~
  ,  0 zHN , 

где 

   kkkk CzBzAzf  2
,    6,...,2,1k . 

Здесь 

 06321  AAAA , 
24
5.2

NH
A  , 

25
2

NH
A  , 
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NH

BB
5.0

21  , 
NH

B
4.0

3  , 
NH

B
75.2

4  , 
NH

B
2.2

5  , 
NH

B
2.0

6  , 

 25.11 C , 3.12 C , 1.163 CC , 5.04 C , 3.15 C . 

Ниже на рисунках показаны графики функций  zfk   6,...,2,1k .  

  

 В случае многослойного материала коэффициент прозрачности был рас-

считан для одинаковых по толщине однородных термоупругих слоев для N  = 

2,  4,  10. При этом распределения физико-механических характеристик по тол-

щине дискретно-слоистого материала слоя определялись на основе кусочно-

постоянной аппроксимации функций  zfk   6,...,2,1k  на интервале  0,NH :  

  










2

11 H
, 01  zH , 

 
 








 
 

2

1 HH
, 1  HzH ,    N,...,3,2 . 

Здесь и далее  ,  ,  , T , T , c . 

 На рис. 2.5.9 представлены зависимости коэффициента прозрачности I  от 

угла падения звуковой волны в интервале  600   при значении волнового 

числа слоя 5.8  и от волнового числа, изменяющегося в интервале 

450  , при падении волны по нормали к поверхности слоя. На рис. 2.5.9,a 

видно, что линии 1 и 4 практически совпадают. Из рис. 2.5.9 следует, что с уве-

личением количества однородных слоев в многослойной теле кривые зависи-

мостей коэффициента прозрачности от угла падения волны и от волнового чис-
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ла для непрерывно- и дискретно-слоистого материалов сближаются. Это указы-

вает на возможность моделирования непрерывно-слоистого термоупругого 

плоского слоя системой, состоящей из однородных термоупругих плоских сло-

ев. 

 

 
 

Рис. 2.5.9. Зависимость коэффициента прозрачности от угла падения звуковой волны (а) и 

волнового числа (б) для различных материалов пластины: 

1 ― непрерывно-слоистый термоупругий материал, 2‒4 — дискретно-слоистый материал с 

однородными термоупругими слоями (2 ― N = 2, 3 ― N = 4, 4 ― N = 10)  

 

  Во втором вычислительном эксперименте, в случае падения звуковой 

волны с единичной амплитудой, рассчитана интенсивность звукоотражения 

 ,I  для находящейся в воде термоупругой алюминиевой пластины толщи-
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ной 05.01 h м с дискретно-слоистым покрытием из полимерного материала, 

имеющим толщину 005.0h м и состоящим из 6,4,3,21 N  одинаковых по 

толщине однородных термоупругих слоев. Материальные константы этих слоев 

определялись с помощью кусочно-постоянной аппроксимации на отрезке 

  11 , hhh   функций  z ,  z ,  z ,  zT ,  zT ,  zc  ‒ физико-

механических характеристик непрерывно-слоистого покрытия из материала на 

основе поливинилбутираля: 

  







 
 

2

1 HH
,   1  HzH ,    1,...,3,2 1  N   

При этом рассматривались четыре вида непрерывной неоднородности покры-

тия, описанные в п. 2.5.1. Заметим, что индекс 1  соответствует физико-

механическим характеристикам алюминия. 

 На рис. 2.5.10 представлены графики зависимости интенсивности звукоот-

ражения I  от угла падения звуковой волны в интервале  500   при значе-

нии волнового размера пластины 5.8  ( 121 hk ). На рис. 2.5.11 изображе-

ны графики зависимости величины I  от волнового размера пластины, 

изменяющегося в интервале 4525  , при падении звуковой волны по нор-

мали к поверхности покрытия. Рис. 2.5.10 соответствует непрерывно-слоистому 

покрытию с неоднородностью третьего вида, а рис. 2.5.11 ‒ непрерывно-

слоистому покрытию с неоднородностью четвертого вида. На этих рисунках 

линии 1 это те же линии 2 на рис. 2.5.4, 2.5.7 (см. п. 2.5.1). Расчеты показали, 

что в интервале 250   кривые 1, 2, 3, 4, указанные на рис. 2.5.11, практиче-

ски неразличимы.   
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Рис. 2.5.10. Зависимость интенсивности звукоотражения от угла падения звуковой волны для 

термоупругой пластины с различными покрытиями: 

1 ― непрерывно-слоистое термоупругое покрытие, 2‒4 — дискретно-слоистое покрытие из 

однородных термоупругих слоев (2 — N1 = 2, 3 — N1 = 4, 4 — N1 = 6) 

 

 

 

 

 

Рис. 2.5.11. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера пластины для 

термоупругой пластины с различными покрытиями: 

1 ― непрерывно-слоистое термоупругое покрытие, 2‒4 — дискретно-слоистое покрытие из 

однородных термоупругих слоев (2 — N1 = 2, 3 — N1 = 3, 4 — N1 = 4) 

 

 Из рис. 2.5.10, 2.5.11 следует, что с увеличением количества однородных 

слоев в дискретно-слоистом покрытии кривые зависимостей интенсивности 

звукоотражения от угла падения волны и от волнового размера пластины для 
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пластины с непрерывно- и дискретно-слоистым покрытиями сближаются. Это 

свидетельствует о возможности моделирования непрерывно-слоистого термо-

упругого покрытия пластины покрытием, состоящим из однородных термо-

упругих плоских слоев. 

 Расчеты показали, что аналогичные выводы можно сделать и при модели-

ровании дискретно-слоистыми покрытиями непрерывно-слоистых покрытий 

пластины, имеющих неоднородности первого и второго видов. 

 2.6. Дифракция плоской звуковой волны на термоупругом цилиндре с 

неоднородным покрытием 

 В данном разделе решены задачи о дифракции звука на однородном тер-

моупругом цилиндре с покрытием. Рассмотрены случаи непрерывно-слоистого 

и дискретно-слоистого термоупругих покрытий. 

 2.6.1. Случай непрерывно-слоистого покрытия  

 Постановка задачи. Рассмотрим однородный изотропный термоупругий 

бесконечный цилиндр радиусом 0r , имеющий покрытие в виде неоднородного 

изотропного термоупругого цилиндрического слоя с внешним радиусом 1r  

(рис. 2.6.1). Материал цилиндра имеет плотность 0 , упругие постоянные Ламе 

0 , 0 , температурный коэффициент линейного расширения 
0
T , коэффициент 

теплопроводности 
0
T , объемную теплоемкость 

0
c . Модули упругости  r , 

 r , температурный коэффициент линейного расширения  rTT   и ко-

эффициент теплопроводности  rTT   материала покрытия являются диф-

ференцируемыми функциями координаты r  цилиндрической системы коорди-

нат ( r ,  , z ), ось z  которой совпадает с осью вращения цилиндра. Плотность 

материала покрытия  r  и его удельная теплоемкость  rcc    являются 

непрерывными функциями координаты r . Источники тепла в цилиндрическом 

теле отсутствуют.  
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 Окружающая цилиндр с покрытием жидкость является теплопроводной и 

имеет равновесную плотность 0 , скорость звука с , отношение удельных теп-

лоемкостей при постоянных давлении и объеме  , коэффициент температурно-

го расширения T , теплопроводность T , температуропроводность T . Счита-

ем, что в невозмущенном состоянии тело и жидкость имеют одну и ту же 

постоянную температуру 0T . 

 
 

Рис. 2.6.1. Схема задачи 

 

 Пусть из жидкости на цилиндр с покрытием наклонно падает плоская зву-

ковая волна, потенциал скоростей которой равен 

   tiAii  rk1exp , (2.6.1) 

где iA  ‒ амплитуда волны; 1k  ‒ волновой вектор; r  ‒ радиус-вектор;   ‒ кру-

говая частота. Опуская далее временной множитель )exp( ti , запишем выра-

жение (2.6.1) в цилиндрической системе координат. Получим 



133 

 

      0001 coscossinexp,,  zrikAzr ii , 

где 1k  ‒ волновое число звуковых волн в жидкости, которое определяется из 

выражения (1.2.14); 0  и 0  − полярный и азимутальный углы падения волны. 

 При падении на рассматриваемое термоупругое тело звуковой волны, рас-

пространяющейся в теплопроводной жидкости, в последней возникают рассе-

янная телом звуковая и возбужденная тепловая волны, само тело деформирует-

ся, его температура изменяется.  

 Определим волновые поля в жидкости и термоупругом теле. 

 Уравнения волновых полей. Потенциал скоростей падающей волны мо-

жет быть представлен в виде [49] 

      01
1,,







in

n
rnn

zik
i erkJezr z , (2.6.2) 

где  

 011 sin kk r , 011 cos kk z , 
n

in iA , 

rk1 , zk1  − проекции волнового вектора 1k  на координатные оси r  и z  соответ-

ственно;  xJn  − цилиндрическая функция Бесселя порядка n . 

 Представим вектор скорости частиц жидкости в виде 

  21grad  iv ,  

где потенциал рассеянной звуковой волны 1  и потенциал возбужденной теп-

ловой волны 2  являются решениями уравнений Гельмгольца (1.2.17) в ци-

линдрической системе координат. Учитывая условия излучения на бесконечно-

сти (1.2.38), отвечающие уходящим от тела волнам, решения этих уравнений 

будем искать в виде 

      0,,







in

n
qrnqn

zik
q erkHVezr qz ,    2,1q , (2.6.3) 

где  xHn  − цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка n ; rk2 , 

zk2  − проекции волнового вектора тепловых волн в жидкости 2k  на коорди-
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натные оси, причем 
2
2

2
2

2
2 kkk zr  ; 2k  ‒ волновое число тепловых волн в жид-

кости, которое определяется из (1.2.14). Согласно закону Снеллиуса zz kk 12  . 

 Волновые поля в однородном термоупругом цилиндре будем описывать 

уравнениями линейной связанной динамической задачи термоупругости 

(1.2.22), (1.2.23). Запишем вектор смещения частиц в однородном цилиндре че-

рез потенциалы продольных термоупругих волн 1 , 2  и поперечных упругих 

волн 3Φ  в виде (2.5.5). Эти потенциальные функции являются решениями 

уравнений Гельмгольца (2.5.6) в цилиндрической системе координат. Подста-

новкой [110] 

   zz eeФ 323313 rot    

( ze  ‒ орт оси z ) векторное уравнение Гельмгольца приводится к двум скаляр-

ным уравнениям Гельмгольца для каждой из функций 31 , 32 . 

 С учетом условия ограниченности функции 1 , 2 , 31 , 32  будем ис-

кать в виде 

     0,,
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qrnqn

zi
q erJWezr qz , 

      03
3,23 ,,








 

in

n
rnnq

zi
q erJWezr z ,    2,1q , 

где qr , qz   2,1q , r3 , z3  −  проекции волновых векторов продольных 

термоупругих волн qκ  и поперечных упругих волн 3κ  на координатные оси, 

причем 222
jjzjr    3,2,1j ; 1 , 2  ‒ волновые числа термоупругих волн, 

определяемые из выражений (2.5.7). Согласно закону Снеллиуса 

zzzz k1321  . 

 Волновые поля в покрытии будем описывать системой уравнений линей-

ной связанной динамической задачи термоупругости неоднородного изотроп-

ного тела (1.2.39) ‒ (1.2.42), записанных в цилиндрической системе координат 

(2.6.4) 
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( rq 1 , 2q , zq 3 ). Эта система уравнений включает уравнения движения 

сплошной среды 

 r
rrrzrrr u

rzrr

21

















 
, 

 
















u

rzrr
r

zr 221
, (2.6.5) 
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и уравнение притока тепла 
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 (2.6.6) 

(здесь и далее штрих означает дифференцирование по аргументу), где компо-

ненты тензора напряжений rr , r , rz ,… связаны с компонентами ru , u , 

zu  вектора смещения u  и изменением температуры T  в покрытии соотношени-

ями Дюгамеля―Неймана  
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 Используя соотношения (2.6.7), запишем систему уравнений (2.6.5), (2.6.6) 

в виде 
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 Так как неоднородность материала покрытия проявляется лишь в радиаль-

ном направлении, то зависимость функций  zrur ,, ,  zru ,, ,  zruz ,, , 

 zrT ,,  от координаты z , согласно закону Снеллиуса, имеет вид )exp( 1 zik z . 

Кроме того, эти функции являются периодическими по углу   с периодом 2 . 

Поэтому их будем искать в виде следующих рядов Фурье: 

           zrTzruzruzru zr ,,,,,,,,,,,  

            01
4321 ,,,







in

n
nnnn

zik
erUrUrUrUe z , (2.6.12) 

где  rU n   4,3,2,1  − неизвестные распределения компонент вектора сме-

щения и изменения температуры по толщине покрытия. 
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 Подставляя выражения (2.6.12) в систему уравнений (2.6.8) ‒ (2.6.11), и 

используя условие ортогональности функций   0exp in , получим систему 

линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка отно-

сительно неизвестных функций  rU n   4,3,2,1  для каждого значения 

,...2,1,0 n  

 0 nnnnnn CBA UUU ,  T4321 ,,, nnnnn UUUUU , (2.6.13) 

где 

  44332211 ,,,diag aaaaAn  ,   44 sn bB ,   44 sn cC . 

Здесь 

  211a ,  3322 aa , Ta 44 , 
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  0143 Tkс z , 


 cik
r

nс Tz
T 2

12

2
44 . 

Индекс n , которым должны быть снабжены элементы матриц, здесь и в даль-

нейшем для простоты записи опускаем. 

 Граничные условия на внешней поверхности покрытия включают равен-

ство нормальных скоростей частиц термоупругой среды и жидкости, отсут-

ствие касательных напряжений, равенство нормального напряжения и акусти-

ческого давления, непрерывность акустической температуры и теплового 

потока: 

      :1rr   rrui  , 0  rzr , prr  , T , 
rr

T T
T









 .   (2.6.14) 

 На внутренней поверхности покрытия должны быть непрерывны компо-

ненты вектора смещения частиц взаимодействующих однородной и неоднород-

ной термоупругих сред, нормальные и касательные напряжения, температура и 

тепловой поток: 

:0rr   0
rr uu  , 0

  uu , 0
zz uu  , 0

rrrr  , 0
  rr , 0

rzrz  , 

 0TT  , 
r

T

r

T
TT











0
0 .                                                                         (2.6.15) 

 Нормальная компонента скорости частиц жидкости r , акустическое дав-

ление p  и акустическая температура   определяются из выражений 

 21 



 ir

r
,  210  iip , 

    















 21212

1
iiT c

i
. 

Для однородного цилиндра составляющие вектора смещения 0
ru , 0

u , 0
zu  запи-

сываются в виде  
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 (2.6.16) 
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изменение температуры 0T  определяется из выражения (2.5.19), а компоненты 

тензора напряжений 0
rr , 0

r , 0
rz  связаны с величинами 0

ru , 0
u , 0

zu , 0T  соот-

ношениями Дюгамеля ― Неймана (2.6.7), в которых функции  ,  , T  следует 

заменить постоянными 0 , 
0 , 0

T  соответственно. Используя приведенные 

выше формулы, выразим величины 0
rr , 0

r , 0
rz  через функции 1 , 2 , 31 , 

32 . Получим 
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где   20020 22
lqq k ,    2,1q .  

 Рассмотрим граничные условия (2.6.14). Из условия равенства нормальных 

скоростей частиц взаимодействующих сред и условия непрерывности акусти-

ческой температуры получаем выражения для коэффициентов nV1 , nV2 : 

 :1rr     nnnnnn DED aUV
11   ,   T21 , nnn VVV , (2.6.17)  

где 
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      nrnrnrn rkJrkJk  T
1111 ,a ,  

22
 qmn dD ,   42 msn eE , 

 rkHkd mrnmrm 1 ,  rkHd mrnmm 2 , 






















2

2
m

Tm
k

c

i
,    2,1m , 

  ie11 , 0232221141312  eeeeee , 124 e . 

Из оставшихся четырех граничных условий (2.6.14) находим 

 :1rr   nnnnnnn GFA bVUU  , (2.6.18) 

где 

      nrnr
T

rnn rkJkrkJi 
T

11110 ,0,0,b ,  

   44 sn fF ,   24 mn gG , 

 
r

f


11 , 
r

inf


12 ,  zikf 113 , 14f , 
r

inf


21 , 
r

f


22 ,  

 0444342413433322423  fffffffff ,  zikf 131 , 

 rkHig mrnm 01  , 032  mm gg ,  rkHkg mrnmrm
T

m 4 ,    2,1m . 

После подстановки выражения (2.6.17) в формулу (2.6.18) получаем краевые 

условия для системы дифференциальных уравнений (2.6.13) на внешней по-

верхности покрытия 

 :1rr    
nnnnn LA cUU  1 ,  (2.6.19) 

где    nnnnn EDGFL 11  ,   nnnnn DG abc
1 . 

 Теперь рассмотрим граничные условия (2.6.15). Из условия непрерывности 

вектора смещения и условия непрерывности температуры получаем выражения 

для коэффициентов nW   4,3,2,1  

 :0rr   nnn T UW
1 ,  T4321 ,,, nnnnn WWWWW , (2.6.20) 

где  

   44 sn tT , 

 mm Zt 11  , 13113 Zikt z , 03
3
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r
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 ,    2,1m , 

  rJZ jrnj 0 ,  rJZ jrnjrj 1 ,    3,2,1j . 

Из остальных четырех граничных условий (2.6.15) находим 

 :0rr   nnnnnn YFA WUU  , (2.6.21) 

где 
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2 ,    2,1m ,    3,2,1j . 

После подстановки выражения (2.6.20) в формулу (2.6.21) получаем краевые 

условия для системы дифференциальных уравнений (2.6.13) на внутренней по-

верхности покрытия 

 :0rr     00  nnnn LA UU , (2.6.22) 

где   10  nnnn TYFL . 

 Из выражений (2.6.17), (2.6.20) следует, что коэффициенты nV1 , nV2 , nW1 , 

nW2 , nW3 , nW4  могут быть вычислены лишь после решения краевой задачи 

(2.6.13), (2.6.19), (2.6.22).  
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 Решение краевой задачи методом сплайн-коллокации. Найдем решение 

краевой задачи (2.6.13), (2.6.19), (2.6.22) методом сплайн-коллокации. Введем 

на отрезке  10 , rr  равномерную сетку 1100 ... rr N   с шагом ĥ . Бу-

дем искать приближенное решение краевой задачи в виде кубических сплайнов 

 rS n   4,3,2,1  дефекта 1 с узлами на сетке. Здесь  rS n   − сплайн-функция, 

приближающая функцию  rU n . 

 Представим кубические сплайны в виде разложения по базису из нормали-

зованных кубических B -сплайнов 

      rBbrS k

N

k

k
nn 




 

1

1

,    4,3,2,1 , (2.6.23) 

где  k
nb  − коэффициенты разложения, которые подлежат определению;  rBk  − 

базисная сплайн-функция, определенная на интервале-носителе  22 ,   kk  со 

средним узлом k  (см. (2.5.31)). 

 Для того чтобы все базисные функции в (2.6.23) были определены, сетка 

должна быть дополнена узлами 

  hjj
ˆ404   ,  hjNjN

ˆ44   ,    3,2,1j . 

 Потребуем, чтобы сплайны  rS n  удовлетворяли системе (2.6.13) и крае-

вым условиям (2.6.19), (2.6.22) в узлах коллокации, совпадающих с узлами вве-

денной сетки. Используя выражения для узловых значений B -сплайна и его 

производных (см. табл. 2.5.1), получим систему 124 N  линейных алгебраиче-

ских уравнений с таким же числом неизвестных коэффициентов  k
nb : 
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, (2.6.24) 
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Здесь 

    



  sss lhahp 2ˆˆ3 , 

   





 ss
lhp 2

4,
ˆ4 , 

 
   





 sss
lhahp 2

8,
ˆˆ3 ,    1,0 , 

 ssss chbhaq   2ˆˆ36 , sss chaq   2
4,

ˆ412 , 

 ssss chbhaq   2
8,

ˆˆ36 ,    4,3,2,1,  s , 

 
sl  ‒ элементы матриц  

nL , присутствующих в записи краевых условий 

(2.6.19), (2.6.22). Нижний индекс k  Nk ,...,1,0  у каждой матрицы системы 

(2.6.24) указывает на то, что ее элементы, зависящие от r , вычисляются при 

kr  . 

 Решив систему уравнений (2.6.24), и подставив найденные значения в вы-

ражения (2.6.23), найдем приближенное решение краевой задачи.  

 Определив по выражениям (2.6.17), (2.6.20) коэффициенты в рядах (2.6.3), 

(2.6.4), получим возможность исследовать волновые поля в жидкости и цилин-

дрическом теле. 

 Результаты расчетов. Рассмотрим дальнюю зону акустического поля. 

Используя асимптотическую формулу для цилиндрической функции Ганкеля 

первого рода при больших значениях аргумента [49, 96]  1x  

   














 








42
exp

2 n
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xHn , 

из равенства (2.6.3) при 1q  получаем 
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Здесь 
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inVi
rkA

F 01
01

exp
2

, , (2.6.25) 

где 01 rk  − волновой размер цилиндра без покрытия. 
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 На основе полученного решения задачи проведены расчеты амплитуды 

рассеянной звуковой волны  ,F , для находящегося в воде алюминиевого 

цилиндра радиусом 10 r  м с неоднородным покрытием толщиной 0.1 м из по-

лимерного материала. При этом рассматривались четыре вида неоднородности 

покрытия, описываемые с помощью функций  

 
 

ks
s
k rr

rr
rf 














01

0

2

1
1 , 10 rrr  , 2,1, sk , 

показанных на рисунке справа.  

 Первый ( 1s ) и второй ( 2s ) виды неод- 

нородности характеризуются изменением плот- 

ности покрытия по линейному закону:  

    rfr s
1

~ , 10 rrr  , 2,1s , 

   
~

r ,    ~r ,   TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ . 

  Третий ( 1s ) и четвертый ( 2s ) виды неоднородности проявляются в 

изменении плотности покрытия по линейному закону, а модулей упругости по-

крытия ‒ по квадратичным законам:  

    rfr s
1

~ ,    rfr s
2

~
 ,    rfr s

2
~ , 10 rrr  , 2,1s , 

   TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ . 

 При расчетах полагалось, что направление волнового вектора 1k  падаю-

щей на цилиндрическое тело плоской звуковой волны с единичной амплитудой 

совпадает с направлением оси абсцисс  0,2 00  . 

 Для сравнения амплитуда рассеянной звуковой волны рассчитывалась и 

для термоупругого цилиндра без покрытия и для термоупругого цилиндра с од-

нородным покрытием.  

 Для контроля точности приближенного решения краевой задачи (для каж-

дого значения n) расчеты проводились на сгущающихся сетках, причем каждая 

следующая сетка была в два раза мельче предыдущей. Вычисления заканчива-
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лись, когда относительная погрешность значений  rU n1 ,  rU n2 ,  rU n4  

( 1,0 ) на последней паре сеток не превосходила 0.1%.  

 При суммировании ряда (2.6.25) индекс n изменялся от 0N  до 0N , где 

  320 N ; [∙] − целая часть числа. Для рассматриваемых частот увеличение 

n практически не сказывается на результатах расчетов. 

 На рис. 2.6.2 – 2.6.5 представлены графики зависимости амплитуды обрат-

ного рассеяния звука  ,F  от волнового размера цилиндра в интервале 

100  . Видно слабое влияние покрытия цилиндра на отражение звука в об-

ласти низких частот ( 1 ). С увеличением волнового размера цилиндра это 

влияние становится сильнее, и в частности сказывается на увеличении резо-

нансных частот. Неоднородность покрытия заметно проявляется в изменении 

величины  ,F  в области 4 . При этом видно различие графиков частот-

ной зависимости, обусловленное влиянием неоднородности покрытия. 

 

Рис. 2.6.2. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дра: 1 ― цилиндр с однородным покрытием, 2 ― цилиндр с покрытием, имеющим неодно-

родность первого вида, 3 ― цилиндр без покрытия  
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Рис. 2.6.3. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дра: 1 ― цилиндр с однородным покрытием, 2 ― цилиндр с покрытием, имеющим неодно-

родность второго вида, 3 ― цилиндр без покрытия  

 
 

Рис. 2.6.4. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дра: 1 ― цилиндр с однородным покрытием, 2 ― цилиндр с покрытием, имеющим неодно-

родность третьего вида, 3 ― цилиндр без покрытия  
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Рис. 2.6.5. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дра: 1 ― цилиндр с однородным покрытием, 2 ― цилиндр с покрытием, имеющим неодно-

родность четвертого вида, 3 ― цилиндр без покрытия  
 

 На рис. 2.6.6 – 2.6.9 представлены графики зависимости амплитуды рассе-

янной звуковой волны от полярного угла в интервале 
 1800   при разных 

значениях волнового размера цилиндра. Стрелкой на рисунках показано 

направление распространения падающей плоской звуковой волны. Видно, что 

на рассматриваемых частотах наличие покрытия у цилиндра приводит к увели-

чению количества лепестков полярной диаграммы направленности и увеличе-

нию ее значений вблизи угла 
0 . Кроме того, влияние покрытия проявляет-

ся в некотором изменении величины и ширины лепестков этой диаграммы. 

Различие кривых 1 и 2 на рис. 2.6.6 – 2.6.9 указывает на возможность изменения 

характеристик рассеянной цилиндром звуковой волны за счет неоднородности 

покрытия.  

 Отметим, что в работе [78] исследовано рассеяние звука таким же, как и 

выше алюминиевым цилиндром с неоднородным по плотности полимерным 

покрытием на частоте, соответствующей 2.9 .  
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Рис. 2.6.6. Зависимость амплитуды рассеяния звука от полярного угла при ϖ = 5.578: 

1 ― цилиндр с однородным покрытием, 2 ― цилиндр с покрытием, имеющим неоднород-

ность первого вида, 3 ― цилиндр без покрытия  
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Рис. 2.6.7. Зависимость амплитуды рассеяния звука от полярного угла при ϖ = 6.967: 

1 ― цилиндр с однородным покрытием, 2 ― цилиндр с покрытием, имеющим неоднород-

ность второго вида, 3 ― цилиндр без покрытия 
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Рис. 2.6.8. Зависимость амплитуды рассеяния звука от полярного угла при ϖ = 7.599: 

1 ― цилиндр с однородным покрытием, 2 ― цилиндр с покрытием, имеющим неоднород-

ность третьего вида, 3 ― цилиндр без покрытия 

 

 

 

 

 

 



151 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.6.9. Зависимость амплитуды рассеяния звука от полярного угла при ϖ = 8.848: 

1 ― цилиндр с однородным покрытием, 2 ― цилиндр с покрытием, имеющим неоднород-

ность четвертого вида, 3 ― цилиндр без покрытия  
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 2.6.2. Случай дискретно-слоистого покрытия 

 Постановка задачи. Рассмотрим однородный изотропный термоупругий 

бесконечный цилиндр радиусом  0r . Цилиндр имеет покрытие из N  коакси-

альных однородных изотропных термоупругих цилиндрических слоев с внеш-

ними радиусами  
     Nrrr  ...21  (рис. 2.6.10). Материал цилиндра  0m  

и материал m -го слоя  Nm ,...,2,1  имеют следующие физико-механические 

характеристики: плотность  m , упругие постоянные Ламе  m ,  m , темпера-

турный коэффициент линейного расширения 
 m
T , коэффициент теплопровод-

ности 
 m
T , объемную теплоемкость 

 mc . Источники тепла в термоупругом те-

ле отсутствуют.  

 

Рис. 2.6.10. Нормальное сечение цилиндра с дискретно-слоистым покрытием 

 Окружающая тело жидкость ‒ теплопроводная, ее равновесная плотность 

0 , скорость звука с , отношение удельных теплоемкостей при постоянных 

давлении и объеме  , коэффициент температурного расширения 
T , теплопро-

водность 
T , температуропроводность T . В невозмущенном состоянии тело и 

жидкость имеют одну и ту же постоянную температуру 0T . 

 Введем цилиндрическую систему координат ( r ,  , z ), ось z  которой сов-

падает с осью вращения цилиндра.  
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 Пусть из жидкости на цилиндр с покрытием наклонно падает плоская зву-

ковая волна, потенциал скоростей которой имеет вид (2.6.1). 

 Определим волновые поля в жидкости и термоупругом теле. 

Уравнения волновых полей. Как и в п. 2.6.1 потенциал скоростей пада-

ющей волны представим в виде ряда (2.6.2), а искомые потенциалы рассеянной 

звуковой и возбужденной тепловой волн в жидкости ‒ в виде рядов (2.6.3). 

 Волновые поля в цилиндре с покрытием определим на основе линейной 

связанной динамической задачи термоупругости (1.2.22), (1.2.23). Смещение 

частиц в цилиндре  0m  и в m-м слое покрытия  Nm ,...,2,1  представим в 

виде  

         mmmm
321 rotgrad Фu  ,    Nm ,...,1,0 , (2.6.26) 

где потенциалы 
 m
1 , 

 m
2 , 

 m
3Ф  ‒  решения уравнений Гельмгольца (2.5.35) в 

цилиндрических координатах. Подстановкой 

 
        

z
mm

z
mm

eeФ 323313 rot  ,    Nm ,...,1,0  

векторное уравнение Гельмгольца приводится к двум скалярным уравнениям 

Гельмгольца для каждой из функций  m
31 , 

 m
32 .  

 С учетом закона Снеллиуса функции 
 m
1 , 

 m
2 , 

 m
31 , 

 m
32   Nm ,...,1,0  

будем искать в виде 
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 (2.6.27) 
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где      212
1

2
z

m
j

m
jr k   3,2,1j . При этом с учетом условия ограниченности 

функций 
 0
1 , 

 0
2 , 

 0
31 , 

 0
32  имеем 

 
       

0
0

2
0

2
0

2
0

2  nnnn DCBA . 

 Неизвестные коэффициенты в рядах, описывающих искомые потенциалы 

рассеянной звуковой и возбужденной тепловой волн в жидкости, и в рядах 

(2.6.27) должны быть определены из граничных условий.   

 На соприкасающейся с жидкостью поверхности цилиндрического тела 

граничные условия включают равенство нормальных скоростей частиц термо-

упругой среды и жидкости, равенство нормального напряжения и акустическо-

го давления, условие отсутствия касательных напряжений, условие непрерыв-

ности акустической температуры и теплового потока: 

  :Nrr   
 

r
N

rui  , 
  pN
rr  ,     0 

N
rz

N
r ,  

 
  NT , 

 
 

rr

T T
N

N
T 







 .     (2.6.28) 

 На поверхностях, разделяющих термоупругие среды, должны быть непре-

рывны составляющие вектора смещения частиц этих сред, нормальные и каса-

тельные напряжения, температура и тепловой поток: 
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1
1

,    Nm ,...,2,1 .  (2.6.29) 

 Нормальная компонента скорости частиц жидкости r , акустическое дав-

ление p  и акустическая температура   определяются из выражений (2.6.16). 

Для m-й термоупругой среды ( Nm ,...,1,0 ) компоненты вектора смещения 

 m
ru , 

 mu , 
 m
zu  записываются через функции 

 m
1 , 

 m
2 , 

 m
31 , 

 m
32 : 
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возмущение температуры  mT  определяется из выражения (2.5.40), а компо-

ненты тензора напряжений 
 m
rr ,  m

r , 
 m
rz   связаны с величинами 

 m
ru ,  mu , 

 m
zu ,  mT  соотношениями Дюгамеля―Неймана, которые здесь записываются в 

виде аналогичном (2.6.7): 
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 Для решения рассматриваемой задачи используем матричный метод. 

 Решение задачи матричным методом. Составляющие вектора смещения, 

компоненты тензора напряжений, изменение температуры и тепловой поток в 

цилиндре  0m и в m -м слое покрытия  Nm ,...,2,1  будем искать в виде 
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где 

                           T
87654321

,,,,,,, rSrSrSrSrSrSrSrSr
m
n

m
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m
n

m
n

m
n

m
n

m
n

m
n

m
n S ‒ 

вектор смещения-напряжения-температуры. 

 (2.6.31) 
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 Введем вектор коэффициентов  

                   T
21212121

,,,,,,,
m
n

m
n

m
n

m
n

m
n

m
n

m
n

m
n

m
n DDCCBBAAK . 

Связь между этими векторами определяется формулой 

        m
n

m
n

m
n rMr KS  , Nm ,...,1,0 , (2.6.33) 

где  
  rM m
n  − матрица восьмого порядка с элементами 

    rMM
m
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m

kl   

      0, 11   rrrr mm . Индекс n , которым должны быть снабжены элемен-

ты  m
klM , для простоты записи будем опускать. С учетом выражения (2.5.40) 

для  mT  и выражений (2.6.30) ‒ (2.6.32) получаем 
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(выражения для 
 m
1 , 

 m
2  даны в пояснениях к формуле (2.5.43)). Здесь и да-

лее штрих означает дифференцирование по аргументу.  

 Рассмотрим произвольный m -й слой в покрытии  Nm ,...,2,1 . На его 

границах при  1 mrr  и  mrr   из равенств (2.6.33) получаем соотношения 
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n rMr KS
11   , 

           m
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n rMr KS  . 

Поскольку внутри m -го слоя вектор 
 m
nK  не меняется, имеем 

                    111  mm
n
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n
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n

mm
n rrMrMr SS ,   Nm ,...,2,1 .  (2.6.34) 

Подставляя выражения (2.6.32) в граничные условия (2.6.29), находим 
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n
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n rr SS ,    Nm ,...,2,1 . 

Тогда соотношение (2.6.34) записывается в виде 
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n rQr SS ,    Nm ,...,2,1 , (2.6.35) 

где 
             11  mm

n
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n
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n rMrMQ . 

 Используя формулы (2.6.35) для каждого слоя, получаем соотношение 
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из которого следует 
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 , 8,7,6,5,4,1k , (2.6.37) 
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где klQ  (индекс n  опущен) – элементы матрицы nQ . Равенство вторых, а также 

третьих компонентов векторов в левой и правой частях соотношения (2.6.36) 

использовать не будем, так как на границе термоупругого тела и жидкости не-

прерывность касательных компонентов вектора смещения нарушается. 

 Подставляя разложения (2.6.32) в граничные условия (2.6.28), находим 

 
      nnn
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n VYVYYirS 2121111

1
1   ,  
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          065  NN
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n rSrS , (2.6.38)  
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где 
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rn rkJY 10  , 
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rnr rkJkY 111  ,  

    N
qrnq rkHY 0 ,   N

qrnqrq rkHkY 1 ,    2,1q  

(выражения для 1 , 2  даны в пояснениях к формуле (2.6.17)). 

 Из равенств (2.6.33) при 0m  и  0rr   находим 

 
                                0

1
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7
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1
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5
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1
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3
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1
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1
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nlnlnlnlln
DrMCrMBrMArMrS  , 

  8,...,2,1l . (2.6.39) 

Подставляя выражения (2.6.38), (2.6.39) в равенства (2.6.37), получаем систему 

шести линейных алгебраических уравнений с неизвестными nV1 , nV2 , 
 0
1nA , 

 0
1nB , 

 0
1nC , 

 0
1nD . Определив эти коэффициенты, можно аналитически описать 

волновые поля в жидкости и термоупругом теле.  

 Результаты расчетов. С использованием расчетов амплитуды рассеяния 

звука  ,F  с помощью формулы 
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,  (2.6.40) 

(
 0

1 rk  − волновой размер цилиндра без покрытия), полученной аналогич-

но выражению (2.6.25), проведен вычислительный эксперимент, в котором 

непрерывно-слоистое термоупругое цилиндрическое покрытие с внутренним 

радиусом  0r  и внешним радиусом  Nr  моделировалось системой цилиндри-

ческих слоев из однородных термоупругих материалов.  

 Амплитуда рассеяния звука рассчитывалась для случая, когда плоская зву-

ковая волна с единичной амплитудой падает на находящийся в воде алюминие-

вый цилиндр радиусом  
10 r  м, оснащенный покрытием из полимерного ма-

териала толщиной 0.1 м. Причем полагали, что волна падает перпендикулярно 

оси цилиндра ( 20  ) в направлении 00  . 

 Расчеты величины  ,F  проводились как для цилиндра с покрытием из 

непрерывно-слоистого материала, так и для цилиндра с многослойным покры-

тием. В случае непрерывно-слоистого покрытия расчеты выполнялись с ис-

пользованием результатов, полученных ранее в п. 2.6.1. При этом рассматрива-

лось покрытие неоднородное по плотности и модулям упругости: 

   rfr  ~ ,    rfr 
~

,    rfr  ~ ,    Nrrr 0 , 

   TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ , 

где 

  
     
    20

0

45.0

rr

rrrr
rf

N

N




 , 

на рисунке справа показан график функции  rf .  

 В случае многослойного покрытия амплитуда рассеяния рассчитывалась 

для одинаковых по толщине однородных термоупругих слоев при 3N , 6, 9. 

Распределение неоднородности по толщине дискретно-слоистого материала 
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покрытия определялось на основе кусочно-постоянной аппроксимации функ-

ций  r ,  r ,  r  на интервале     Nrr ,0 : 
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1 mm
m rr

,  
   













 




2
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m rr

,  
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m rr

 при     

   mm rrr 1 ,    Nm ,...,2,1 .  

Здесь   

 
   

N
m mhrr  0

, 
     Nrrh N

N
0 .  

Теплофизические характеристики этого материала при переходе от слоя к слою 

не менялись: 

 
 

T
m

T  ~ , 
 

T
m
T 

~
,  

  cc m ~ ,    Nm ,...,2,1 . 

Заметим, что индекс 0m  соответствует физико-механическим характеристи-

кам алюминия. 

 Результаты вычислительного эксперимента приведены на рис. 2.6.11 – 

2.6.13, где показаны графики зависимости амплитуды обратного рассеяния зву-

ка  ,F  от волнового размера цилиндра в интервале 105   (рис. 2.6.11) и 

полярной диаграммы направленности амплитуды рассеяния звука в интервале 

углов наблюдения 
 1800   при 5  (рис. 2.6.12) и 298.5  (рис. 2.6.13). 

Заметим, что вблизи значения 298.5  расположен резонансный минимум 

функции  ,F  (см. рис. 2.6.11). 

 При суммировании ряда (2.6.40) индекс n  изменялся от 0N  до 0N , где 

  320 N ; [∙] − целая часть числа. Для рассматриваемых частот увеличение 

n практически не сказывается на результатах расчетов.  
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Рис. 2.6.11. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера цилин-

дра для термоупругого цилиндра с покрытием из различных материалов: 

1 ― непрерывно-слоистый термоупругий материал, 2, 3, 4 — дискретно-слоистый материал 

с однородными термоупругими слоями (2 ― N = 3, 3 ― N = 6, 4 ― N = 9)  

 

 

 

 

 

Рис. 2.6.12. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

термоупругого цилиндра с покрытием из различных материалов: 

1 ― непрерывно-слоистый термоупругий материал, 2, 3 — дискретно-слоистый материал с 

однородными термоупругими слоями (2 ― N = 3, 3 ― N = 6); стрелка ― направление рас-

пространения падающей плоской волны  
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Рис. 2.6.13. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны для 

термоупругого цилиндра с покрытием из различных материалов: 

1 ― непрерывно-слоистый термоупругий материал, 2, 3, 4 — дискретно-слоистый материал 

с однородными термоупругими слоями (2 ― N = 3, 3 ― N = 6, 4 ― N = 9); стрелка ― 

направление распространения падающей плоской волны  

  

 Из рисунков видно, что с увеличением количества однородных слоев в 

многослойном покрытии кривые зависимостей амплитуды рассеяния звука от 

волнового размера цилиндра и от угла наблюдения для цилиндра с непрерывно-

слоистым и дискретно-слоистым термоупругими покрытиями сближаются. Это 

показывает возможность моделирования непрерывно-слоистого термоупругого 

покрытия цилиндра покрытием, состоящим из системы однородных термо-

упругих цилиндрических слоев.  

 Отметим, что в работе [94] осуществлено математическое моделирование 

упругого непрерывно-слоистого покрытия цилиндра дискретно-слоистым по-

крытием. 

 Заметим также, что многослойные материалы имеют определенные недо-

статки, в частности, склонность к расслаиванию в процессе эксплуатации. В 

связи с этим в работе [200] на основе регрессионного анализа показана возмож-

ность численной реализации дискретно-слоистого покрытия упругого цилиндра 

непрерывно-слоистым покрытием с почти полным сохранением звукоотража-

ющих свойств цилиндрического тела. 



163 

 

 2.7. Дифракция плоской звуковой волны на термоупругом шаре с не-

однородным покрытием 

 В настоящем разделе решены задачи о дифракции звука на однородном 

термоупругом шаре с покрытием. Рассмотрены случаи непрерывно-слоистого и 

дискретно-слоистого термоупругих покрытий. 

 2.7.1. Случай непрерывно-слоистого покрытия  

 Постановка задачи. Рассмотрим однородный изотропный термоупругий 

шар радиусом 0r , имеющий покрытие в виде неоднородного изотропного тер-

моупругого сферического слоя с внешним радиусом 1r  (рис. 2.7.1). Материал 

шара имеет плотность 0 , упругие постоянные Ламе 0 , 
0 , температурный 

коэффициент линейного расширения 0
T , коэффициент теплопроводности 0

T , 

объемную теплоемкость 0
c . Модули упругости  r ,  r , температур-

ный коэффициент линейного расширения  rTT   и коэффициент тепло-

проводности  rTT   материала покрытия являются дифференцируемыми 

функциями координаты r  сферической системы координат ( r ,  ,  ), начало 

которой совпадает с центром шара. Плотность материала покрытия  r  и 

его удельная теплоемкость  rcc    являются непрерывными функциями ко-

ординаты r . Источники тепла в теле отсутствуют.  

 Окружающая шар с покрытием жидкость является теплопроводной и име-

ет равновесную плотность 0 , скорость звука с , отношение удельных теплоем-

костей при постоянных давлении и объеме  , коэффициент температурного 

расширения T , теплопроводность T , температуропроводность 
T . Считаем, 

что в невозмущенном состоянии тело и жидкость имеют одну и ту же постоян-

ную температуру 0T . 
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Рис. 2.7.1. Схема задачи 

 

Пусть из внешнего пространства на шар с покрытием падает плоская зву-

ковая волна, потенциал скоростей которой равен 

   tiAii  rk1exp , (2.7.1) 

где iA  ‒ амплитуда волны; 1k  ‒ волновой вектор; r  ‒ радиус-вектор;   ‒ кру-

говая частота. Временной множитель )exp( ti  далее опускается. Без ограни-

чения общности будем полагать, что падающая волна распространяется в 

направлении 0 . Тогда в сферической системе координат выражение (2.7.1) 

запишется в виде 

     cosexp, 1rikAr ii , 

где 1k  ‒ волновое число звуковых волн в жидкости (см. (1.2.14)). 

Определим волновые поля в жидкости и термоупругом теле.  

Уравнения волновых полей. Ввиду осевой симметрии задачи и свойств 

материалов шара и покрытия искомые волновые поля не будут зависеть от ко-

ординаты  .  

Потенциал скоростей падающей волны может быть представлен разложе-

нием [49] 
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0

1 cos)(,
n

nnni Prkjr , (2.7.2)  

где  12  niA n
in ; )(xjn  ‒ сферическая функция Бесселя порядка n;  xPn  ‒ 

многочлен Лежандра степени n.  

 Представим вектор скорости частиц жидкости в виде 

  21grad  iv ,  

где потенциал рассеянной звуковой волны 1  и потенциал возбужденной теп-

ловой волны 2  являются решениями уравнений Гельмгольца (1.2.17) в сфери-

ческой системе координат. Учитывая условия излучения на бесконечности 

(1.2.37), отвечающие уходящим от тела волнам, решения этих уравнений будем 

искать в виде 

      





0

cos,
n

nqnqnq PrkhVr ,    2,1q , (2.7.3)  

где  xhn  ‒ сферическая функция Ганкеля первого рода порядка n. 

 Волновые поля в однородном термоупругом шаре будем описывать урав-

нениями линейной связанной динамической задачи термоупругости (1.2.22), 

(1.2.23). Запишем вектор смещения частиц в однородном шаре через потенциа-

лы продольных термоупругих волн 1 , 2  и поперечных упругих волн 3Φ  в 

виде (2.5.5). Эти потенциальные функции являются решениями уравнений 

Гельмгольца (2.5.6) в сферической системе координат. В силу осевой симмет-

рии задачи Φ3 = Φ3(r,θ)eφ, где eφ ‒ единичный вектор оси φ. Тогда векторное 

уравнение Гельмгольца сводится к одному скалярному уравнению 

 0Ф
θsin

1
Ф 32

2
33 














 . 

 Учитывая условие ограниченности, функции 1 , 2 , 3  будем искать в 

виде  
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0
332211 cos,,

n
nnnnnnn P

d

d
rjWrjWrjW . (2.7.4) 

 Волновые поля в неоднородном покрытии опишем системой уравнений 

линейной связанной динамической задачи термоупругости неоднородного изо-

тропного тела (1.2.39) ‒ (1.2.42), записанных в сферической системе координат 

( rq 1 , 2q , 3q ). Эта система уравнений включает уравнения движения 

сплошной среды 

rrrr
rrr u

rrr

2)ctg2(
11
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и уравнение притока тепла 
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T TT
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 udivctg

2
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22
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       (2.7.6)   

(здесь и далее штрих означает дифференцирование по аргументу). Компоненты 

тензора напряжений rr , r ,  ,   связаны с компонентами тензора де-

формаций rr , r ,  ,   и изменением температуры T  в покрытии соот-

ношениями Дюгамеля ― Неймана   

 Trrrr  udiv2 ,    rr 2 ,  

 T  udiv2 , T  udiv2 ,   

где 

r

ur
rr
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1
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1
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1
,   rrudiv , 

(2.7.5) 

(2.7.7) 
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ru , u  − радиальная и тангенциальная компоненты вектора смещения u в по-

крытии.  

 Вводя в рассмотрение вспомогательную функцию 2u  [39], такую что 

 /2uu , систему уравнений (2.7.5) ‒ (2.7.7) можно привести к виду 
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, (2.7.8) 
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, (2.7.9) 






























 





  TciL

rrrr

TT
TT 22

2 2
 

                                               0
2

2
0

0 















 Lu

r

Ti
u

rr
Ti r , (2.7.10) 

где 

 








 ctg

2

2

L , 













22

2

1
sin

1
ctgL  

 Функции ru , 2u , T  будем искать в виде разложений по многочленам Ле-

жандра  

                 





0

3212 cos,,,,,,,
n

nnnnr PrUrUrUrTruru , (2.7.11) 

где  rU n1 ,  rU n2 ,  rU n3  ‒ неизвестные распределения компонент вектора 

смещения и изменения температуры по толщине покрытия. 
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 Подставим ряды (2.7.11) в систему уравнений (2.7.8) ‒ (2.7.10). Используя 

дифференциальные уравнения для многочленов Лежандра и присоединенных 

многочленов Лежандра [49]  

 
   

    0cos1
cos

ctg
cos

2

2










n

nn Pnn
d

dP
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    0cos
sin

1
1

cos
ctg

cos 1

2

1

2

12





















n

nn Pnn
d

dP

d

Pd
 

(      ddPP nn coscos1  ‒ присоединенный многочлен Лежандра степени n  

порядка 1), а также условие ортогональности [49] 

    
 

 
 !

!

12

2
sincoscos

0
kn

kn

n
dPP n

kk
n






 



 ,    1,0k   

( n  − символ Кронекера), получим систему линейных обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений второго порядка относительно функций  rUmn  (m = 

1,2,3) для каждого значения n = 0,1,2,…  

 0 nnnnnn CBA UUU ,  T321 ,, nnnn UUUU , (2.7.12) 

где 

  332211 ,,diag aaaAn  ,   33 msn bB ,    33 msn cC , 

  211a , 22a , Ta 33 ,    
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31
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nnc


 0

32 1 ,   


 ci
r

nnc T
233 1 . 

Индекс n, которым должны быть снабжены элементы матриц, здесь и в даль-

нейшем для простоты записи опускаем. 

 Граничные условия на внешней поверхности покрытия включают равен-

ство нормальных скоростей частиц термоупругой среды и жидкости, равенство 

нормального напряжения и акустического давления, условие отсутствия каса-

тельного напряжения, условие непрерывности акустической температуры и 

теплового потока:  

 :1rr   rrui  , prr  , 0 r ,  T , 
rr

T T
T









 .        (2.7.13) 

 На внутренней поверхности покрытия должны быть непрерывны компо-

ненты вектора смещения частиц взаимодействующих однородной и неоднород-

ной термоупругих сред, нормальные и касательные напряжения, температура и 

тепловой поток: 

 :0rr   0
rr uu  , 0

  uu , 0
rrrr  , 0

 
rr ,  

       0TT  , 
r

T

r

T
TT











0
0 .   

 Нормальная компонента скорости частиц жидкости r , акустическое дав-

ление p  и акустическая температура   определяются из выражений (2.6.16). 

Составляющие вектора смещения 0
ru , 0


u  в однородном шаре определяются из 

выражений 

    321
0 sin

sin

1














rr
ur ,    




















 321
0 1

r
rr

u ,  

а изменение температуры 
0T  ‒ из выражения (2.5.19). Компоненты тензора 

напряжений 0
rr , 0




r
 связаны с величинами 0

ru , 0


u , 
0T  соотношениями Дюга-

меля ― Неймана вида (2.7.7) и записываются через функции 1 , 2 , 3 : 

(2.7.14) 
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где   20020 22
lqq k ,    2,1q .  

 Рассмотрим граничные условия (2.7.13). Из условия равенства нормальных 

скоростей и условия непрерывности акустической температуры находим выра-

жения для коэффициентов nV1 , nV2  в рядах (2.7.3): 

 :1rr     nnnnnn DED aUV
11   ,   T21 , nnn VVV , (2.7.15) 

где 

      nnnn rkjrkjk 
T

1111 ,a ,  
22 qn dD ,  

32 mn eE , 

  rkhkd qnqq 1 ,  rkhd qnqq 2 ,    2,1q , 

  ie11 , 022211312  eeee , 123 e  

(выражение для q  ( 2,1q ) дано в пояснениях к формуле (2.6.17)). 

Из оставшихся трех граничных условий (2.7.13) находим 

 :1rr   nnnnnnn GFA bVUU  ,  (2.7.16) 

где 

      nn
T

nn rkjkrkji 
T

11110 ,0,b ,   33 msn fF ,  
23

 mqn gG , 

 
r

f



2

11 ,  
r

nnf


 112 , 13f , 

 
r

f


21 , 
r

f


22 , 033323123  ffff , 

  rkhig qnq 01  , 02 qg ,  rkhkg qnqq
T

q 3 ,    2,1q . 
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После подстановки выражения (2.7.15) в формулу (2.7.16) получаем краевые 

условия для системы дифференциальных уравнений (2.7.12) на внешней по-

верхности покрытия: 

 :1rr    
nnnnn LA cUU  1 , (2.7.17) 

где    nnnnn EDGFL 11  ,   nnnnn DG abc
1 . 

 Теперь рассмотрим граничные условия (2.7.14). Из условия непрерывности 

компонентов вектора смещения и условия непрерывности температуры нахо-

дим выражения для коэффициентов mnW  (m = 1,2,3) в рядах (2.7.4):  

 :0rr   nnn T UW
1 ,  T321 ,, nnnn WWWW , (2.7.18) 

где  

   33 msn tT , 

 qq Zt 11  ,   0313
1

1 Z
r

nnt  , qq Z
r

t 02
1

 , 







 130323

1
ZZ

r
t ,  

 qqq Zt 03  , 033 t ,     2,1q ,  

  rjZ mnm 0 ,  rjZ mnmm 1 ,    3,2,1m  

(выражение для q  ( 2,1q ) дано в пояснениях к формуле (2.6.20)). 

 Из условия непрерывности компонентов тензора напряжений и условия 

непрерывности теплового потока находим 

 :0rr   nnnnnn YFA WUU  , (2.7.19) 

где  

   33 msn yY , 

 qqqq ZZy 02
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1 2  ,    










 1303

0

13
12

1 ZZ
rr

nny ,    

 










 qqq Z

r
Z

r
y 01

0

2
12

,   

    







 23032

0
23

1
12 ZZ

r
nny , qqTq Zy 1

0
3  , 033 y ,  



172 

 

   20020 22
lqq k ,    2,1q ,     rjZ mnmm  2

2 ,    3,2,1m . 

После подстановки выражения (2.7.18) в формулу (2.7.19) получаем краевые 

условия для системы дифференциальных уравнений (2.7.12) на внутренней по-

верхности покрытия 

 :0rr     00  nnnn LA UU , (2.7.20) 

где   10  nnnn TYFL . 

 Таким образом, система уравнений для малых возмущений неоднородного 

термоупругого покрытия сведена к краевой задаче (2.7.12), (2.7.17), (2.7.20). 

Решив эту задачу, и определив по выражениям (2.7.15), (2.7.18) коэффициенты 

nV1 , nV2 , nW1 , nW2 , nW3  в рядах (2.7.3), (2.7.4), получаем возможность иссле-

довать волновые поля в термоупругом теле и вне его. 

 Решение краевой задачи методом сплайн-коллокации. Решение крае-

вой задачи (2.7.12), (2.7.17), (2.7.20) находится методом сплайн-коллокации 

аналогично решению краевой задачи в п. 2.6.1. Только теперь вместо четырех 

искомых сплайнов (2.6.23) рассматриваются три сплайна 

      rBbrS k

N

k

k
mnmn 






1

1

,    3,2,1m , 

приближающие соответственно функции  rUmn  (m = 1,2,3). Вследствие чего, 

система уравнений вида (2.6.24) вместо 124 N  линейных алгебраических 

уравнений состоит теперь из 93 N  уравнений с неизвестными 
 k
mnb . В этой но-

вой системе уравнений вектор knb  имеет вид 

 
                  T1

3
1

2
1

1321
1
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1
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k
nkn bbbbbbbbbb , 

вектор NnS  состоит из трех компонентов, а матрицы 
 0
0n

P , knQ  ( Nk ,...,1,0 ), 

 1
NnP  имеют размерность 93  и состоят из элементов 

      msmsms lhahp 2ˆˆ3 , 
   


 mssm

lhp 2
3,

ˆ4 , 
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 msmssm

lhahp 2
6,

ˆˆ3 ,    1,0 , 

 msmsmsms chbhaq 2ˆˆ36  , msmssm chaq 2
3,

ˆ412  , 

 msmsmssm chbhaq 2
6,

ˆˆ36  ,    3,2,1, sm , 

где  
msl  ‒ элементы матриц  

nL , присутствующих в записи краевых условий 

(2.7.17), (2.7.20).  

 Результаты расчетов. Рассмотрим дальнюю зону акустического поля. 

Используя асимптотическую формулу для сферической функции Ганкеля пер-

вого рода при больших значениях аргумента [49, 96]  1x  

    
 
x

ix
ixh n

n
exp1 , 

из равенства (2.7.3) при q = 1 получаем 

       ,exp
2

, 1
0

1 Frik
r

rA
r i .  

Здесь 

      




 
0

1
1

01

cos
2

,
n

nn
n

i

PVi
rkA

F , (2.7.21) 

где 01 rk  − волновой размер шара без покрытия. 

 На основе полученного решения задачи проведены расчеты амплитуды 

рассеяния звука  ,F  для находящегося в воде алюминиевого шара радиу-

сом 10 r  м с неоднородным покрытием из полимерного материала, имеющим 

толщину 0.1 м. При этом рассматривались такие же четыре вида непрерывной 

неоднородности покрытия, что и в п. 2.6.1. При расчетах амплитуда падающей 

звуковой волны полагалась равной единице.  

  Для сравнения амплитуда рассеянной звуковой волны рассчитывалась и 

для термоупругого шара без покрытия и для термоупругого шара с однородным 

покрытием. 
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 Для контроля точности приближенного решения краевой задачи (для каж-

дого значения n) расчеты проводились на сгущающихся сетках, причем каждая 

следующая сетка была в два раза мельче предыдущей. Вычисления заканчива-

лись, когда относительная погрешность значений  jmn rU  (m = 1,2,3; j = 0,1) на 

последней паре сеток не превосходила 0.1%.  

 При суммировании ряда (2.7.21) индекс n изменялся до значения n = 2[ϖ] + 

3, где [∙] − целая часть числа. Для рассматриваемых частот увеличение n прак-

тически не сказывается на результатах расчетов. 

 На рис. 2.7.2 ‒ 2.7.5 приведены графики зависимости амплитуды обратного 

рассеяния звука  ,F  от волнового размера шара в интервале 100  . 

Сравнение этих графиков с графиками на рис. 2.6.2 ‒ 2.6.5 показывает, что есть 

общие черты влияния покрытий шара и цилиндра на величину  ,F , напри- 

 

 

 

Рис. 2.7.2. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера шара:  

1 ― шар с однородным покрытием, 2 ― шар с покрытием, имеющим неоднородность перво-

го вида, 3 ― шар без покрытия 
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Рис. 2.7.3. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера шара:  

1 ― шар с однородным покрытием, 2 ― шар с покрытием, имеющим неоднородность второ-

го вида, 3 ― шар без покрытия 

 

 

Рис. 2.7.4. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера шара:  

1 ― шар с однородным покрытием, 2 ― шар с покрытием, имеющим неоднородность треть-

его вида, 3 ― шар без покрытия 
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Рис. 2.7.5. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера шара:  

1 ― шар с однородным покрытием, 2 ― шар с покрытием, имеющим неоднородность чет-

вертого вида, 3 ― шар без покрытия 

 

 

мер, характер влияния в интервале 40  , увеличение резонансных частот с 

увеличением волнового числа  , проявление неоднородности покрытия при 

4 . В области более высоких частот общность характера влияния покрытий 

нарушается. Так, в интервале 107  , для цилиндра с покрытием значение 

амплитуды обратного рассеяния звука осциллирует относительно значения, со-

ответствующего цилиндру без покрытия, а для шара с покрытием, почти во 

всем этом интервале, наблюдается увеличение значения величины  ,F  по 

сравнению со значением, соответствующим непокрытому шару.     

 На рис. 2.7.6 ‒ 2.7.13 представлены графики полярной диаграммы направ-

ленности амплитуды рассеянной звуковой волны в интервале  18018   при 

различных значениях волнового размера шара. Стрелка на рисунках ‒ направ-

ление распространения падающей плоской звуковой волны. Расчеты показали, 

что в направлении 0  из-за влияния покрытия происходит увеличение ам-

плитуды рассеянной шаром звуковой волны более чем в два раза. Кроме того, 

на рис. 2.7.6 ‒ 2.7.9 видно, что наличие покрытия у шара приводит к увеличе-
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нию количества и изменению величины и ширины лепестков диаграммы рассе-

яния. Отметим, что похожие эффекты влияния покрытия на рассеяние звука 

наблюдались и в случае покрытия цилиндра (см. рис. 2.6.6 ‒ 2.6.9).   

   

 
 

Рис. 2.7.6. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны при 

ϖ = 6:   1 ― шар с однородным покрытием, 2 ― шар с покрытием, имеющим неоднородность 

первого вида, 3 ― шар без покрытия 

 

 

Рис. 2.7.7. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны при 

ϖ = 7:   1 ― шар с однородным покрытием, 2 ― шар с покрытием, имеющим неоднородность 

второго вида, 3 ― шар без покрытия 
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Рис. 2.7.8. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны при 

ϖ = 8:   1 ― шар с однородным покрытием, 2 ― шар с покрытием, имеющим неоднородность 

третьего вида, 3 ― шар без покрытия 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 2.7.9. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны при 

ϖ = 9:   1 ― шар с однородным покрытием, 2 ― шар с покрытием, имеющим неоднородность 

четвертого вида, 3 ― шар без покрытия 
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 Графики на рис. 2.7.10 ‒ 2.7.13 показывают, что для разных видов неодно-

родности покрытия диаграммы рассеяния различаются. 

 

 
 

Рис. 2.7.10. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны при 

ϖ = 6 для шара с покрытием: 1 ― покрытие с неоднородностью первого вида, 2 ― покрытие 

с неоднородностью второго вида, 3 ― покрытие с неоднородностью третьего вида, 4 ― по-

крытие с неоднородностью четвертого вида 

 

 
 

Рис. 2.7.11. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны при 

ϖ = 7 для шара с покрытием: 1 ― покрытие с неоднородностью первого вида, 2 ― покрытие 

с неоднородностью второго вида, 3 ― покрытие с неоднородностью третьего вида, 4 ― по-

крытие с неоднородностью четвертого вида 
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Рис. 2.7.12. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны при 

ϖ = 8 для шара с покрытием:   1 ― покрытие с неоднородностью первого вида, 2 ― покры-

тие с неоднородностью второго вида, 3 ― покрытие с неоднородностью третьего вида, 4 ― 

покрытие с неоднородностью четвертого вида 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 2.7.13. Полярная диаграмма направленности амплитуды рассеянной звуковой волны при 

ϖ = 9 для шара с покрытием:   1 ― покрытие с неоднородностью первого вида, 2 ― покры-

тие с неоднородностью второго вида, 3 ― покрытие с неоднородностью третьего вида, 4 ― 

покрытие с неоднородностью четвертого вида 
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 2.7.2. Случай дискретно-слоистого покрытия 

 Постановка задачи. Рассмотрим однородный изотропный термоупругий 

шар радиусом  0r . Шар имеет покрытие из N  концентрических однородных 

изотропных термоупругих сферических слоев с внешними радиусами 

     Nrrr  ...21  (рис. 2.7.14). Материал шара  0m  и материал m -го слоя 

 Nm ,...,2,1  имеют следующие физико-механические характеристики: плот-

ность  m , упругие постоянные Ламе  m ,  m , температурный коэффициент 

линейного расширения 
 m
T , теплопроводность 

 m
T , объемную теплоемкость 

 mc . Источники тепла в термоупругом теле отсутствуют.  

 

Рис. 2.7.14. Сечение шара с дискретно-слоистым покрытием диаметральной плоскостью 

 Окружающая тело жидкость − теплопроводная, ее равновесная плотность 

0 , скорость звука с , отношение удельных теплоемкостей при постоянных 

давлении и объеме  , коэффициент температурного расширения T , теплопро-

водность 
T , температуропроводность T .Считаем, что в невозмущенном со-

стоянии тело и жидкость имеют одну и ту же постоянную температуру 0T . 

 Пусть из жидкости на шар с покрытием падает плоская звуковая волна, по-

тенциал скоростей которой имеет вид (2.7.1). Введем сферическую систему ко-
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ординат ( r ,  ,  ) с началом в центре шара. Без ограничения общности будем 

полагать, что волна распространяется в направлении 0 . 

 Определим волновые поля в жидкости и термоупругом теле. 

Уравнения волновых полей. Вследствие осевой симметрии задачи и 

свойств материалов шара и покрытия искомые волновые поля не зависят от ко-

ординаты  .  

Потенциал скоростей падающей волны представим в виде ряда (2.7.2), а 

искомые потенциалы рассеянной звуковой и возбужденной тепловой волн в 

жидкости ‒ в виде рядов (2.7.3). 

 Определим волновые поля в шаре с покрытием на основе линейной свя-

занной динамической задачи термоупругости (1.2.22), (1.2.23). Смещение ча-

стиц в шаре  0m  и в m -м слое покрытия  Nm ,...,2,1  запишем через по-

тенциалы термоупругих волн 
 m
1 , 

 m
2  и потенциал упругих волн 

 m
3Ф  в 

виде (2.6.26). Эти потенциальные функции являются решениями уравнений 

Гельмгольца (2.5.35) в сферической системе координат. В силу осевой симмет-

рии задачи единственной отличной от нуля составляющей векторного потенци-

ала 
 m
3Ф  будет азимутальная составляющая 

 m
3 . Тогда векторное уравнение 

Гельмгольца сводится к одному скалярному уравнению 

     
0Ф

θsin

1
Ф 32

2
33 
















mmm
. 

 Функции 
 m
1 , 

 m
2 , 

 m
3   Nm ,...,1,0  будем искать в виде 
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При этом с учетом условия ограниченности функций 
 0
1 , 

 0
2 , 

 0
3  будем 

иметь 

 
     

0
0

2
0

2
0

2  nnn DCB . 

 Неизвестные коэффициенты в рядах, описывающих искомые потенциалы 

рассеянной звуковой и возбужденной тепловой волн в жидкости, и в рядах 

(2.7.22) должны быть определены из граничных условий.   

 На соприкасающейся с жидкостью поверхности сферического тела гра-

ничные условия включают равенство нормальных скоростей частиц термоупру-

гой среды и жидкости, равенство нормального напряжения и акустического 

давления, условие отсутствия касательного напряжения, условие непрерывно-

сти акустической температуры и теплового потока: 

  :Nrr   
 

r
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N
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  NT , 
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 . 

 На поверхностях, разделяющих термоупругие среды, должны быть непре-

рывны составляющие вектора смещения частиц этих сред, нормальные и каса-

тельные напряжения, температура и тепловой поток: 
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1
1

,    Nm ,...,2,1 . 

 Нормальная компонента скорости частиц жидкости r , акустическое дав-

ление p  и акустическая температура   определяются из выражений (2.6.16). 

Компоненты тензора напряжений 
 m
rr , 

 m
r  связаны с компонентами вектора 

смещения 
 m
ru , 

 m
u  и возмущением температуры  mT  в m -й термоупругой 

среде ( Nm ,...,1,0 ) соотношениями Дюгамеля ― Неймана вида (2.7.7). Эти со-

отношения, с использованием выражений 

 (2.7.23) 

 (2.7.24) 
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и выражения (2.5.40) для  mT , записываются через функции 
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1 , 
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(выражение для  m
q  ( 2,1q ) дано в пояснениях к формуле (2.6.33)).  

 Для решения рассматриваемой задачи используем матричный метод. 

 Решение задачи матричным методом. Функции  m
ru , 

 m
u ,  m

rr , 
 m
r , 

 mT , 
 

 

r

T m
m
T 


  ( Nm ,...,1,0 ), зависящие от радиальной координаты r  и угло-

вой координаты   будем искать в виде разложений по многочленам Лежандра  
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 Для шара  0m  и m -го слоя в покрытии  Nm ,...,2,1  введем вектор 

смещения-напряжения-температуры 

 (2.7.26) 

 (2.7.25) 
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Связь между этими векторами определяется формулой 
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m
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где    rM m
n  − матрица шестого порядка с элементами 
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(выражения для 
 m
1 , 

 m
2  даны в пояснениях к формуле (2.5.43)). Здесь и да-

лее штрих означает дифференцирование по аргументу.  

 Рассмотрим произвольный m -й слой в покрытии  Nm ,...,2,1 . На его 

границах при  1 mrr  и  mrr   из равенств (2.7.28) получаем соотношения 

            m
n

mm
n

mm
n rMr KS

11   ,            m
n

mm
n

mm
n rMr KS  . 

Поскольку внутри m -го слоя вектор  m
nK  не меняется, имеем 

                     111  mm
n

mm
n

mm
n

mm
n rrMrMr SS ,    Nm ,...,2,1 . (2.7.29) 

Подставляя выражения (2.7.27) в граничные условия (2.7.24), и используя усло-

вие ортогональности многочленов Лежандра, находим 

          111   mm
n
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n rr SS ,    Nm ,...,2,1 . 

Тогда соотношение (2.7.29) принимает вид 

            11  mm
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m
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n rQr SS ,    Nm ,...,2,1 , (2.7.30) 

где              11  mm
n
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n

m
n rMrMQ . 

 Используя формулы (2.7.30) для каждого слоя, получаем соотношение 

          00 rQr nn
NN

n SS  ,      11 ... n
N

n
N

nn QQQQ  , (2.7.31) 

из которого следует 
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kn 



 ,    6,5,4,3,1k , (2.7.32) 

где klQ  (индекс n  опущен) – элементы матрицы nQ . Равенство вторых компо-

нентов векторов в левой и правой частях соотношения (2.7.31) использовать не 

будем, так как на границе термоупругого тела и жидкости условие непрерывно-

сти тангенциальной компоненты вектора смещения нарушается. 

 Подставляя разложения (2.7.27) в граничные условия (2.7.23), находим 
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Здесь 
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qnqq rkhkY 1 , 2,1q   

(выражения для 1 , 2  даны в пояснениях к формуле (2.6.17)). 

 Из равенств (2.7.28) при 0m , 
 0rr   следует 
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Подставляя выражения (2.7.33), (2.7.34) в равенства (2.7.32), получаем систему 

пяти линейных алгебраических уравнений с неизвестными nV1 , nV2 , 
 0
1n

B , 
 0
1n

C , 

 0
1n

D . Определив эти коэффициенты, можно аналитически описать волновые 

поля в жидкости и термоупругом теле.  

 Результаты расчетов. С использованием расчетов амплитуды рассеяния 

звука  ,F  с помощью формулы 
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1
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PVi
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F  (2.7.35) 

(  0
1 rk  − волновой размер шара без покрытия), полученной аналогично 

выражению (2.7.21), проведен вычислительный эксперимент, в котором непре-

рывно-слоистое термоупругое сферическое покрытие с внутренним радиусом 

 0r  и внешним радиусом 
 Nr  моделировалось системой однородных термо-

упругих сферических слоев с различными значениями материальных констант.  

 (2.7.33) 
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 Амплитуда рассеяния звука рассчитывалась для находящегося в воде алю-

миниевого шара радиусом  
10 r  м с покрытием из полимерного материала 

толщиной 0.1 м. Амплитуда падающей волны полагалась равной единице.  

 Расчеты величины  ,F  проводились как для шара с покрытием из 

непрерывно-слоистого материала, так и для шара с многослойным покрытием. 

В случае непрерывно-слоистого покрытия расчеты выполнялись с использова-

нием результатов, полученных ранее в п. 2.7.1. При этом рассматривалось по-

крытие неоднородное по плотности: 

    rfr  ~ ,   
~

r ,    ~r , 
   Nrrr 0 , 

   TT r  ~ ,   TT r 
~

,     crc ~ ,  

где 

  
     
    20

0

45.1

rr

rrrr
rf

N

N




 , 

справа на рисунке показан график функции  rf .  

 В случае многослойного покрытия амплитуда рассеяния рассчитывалась 

для одинаковых по толщине однородных термоупругих слоев для N = 2, 4, 6. 

Распределение плотности по толщине дискретно-слоистого материала покры-

тия определялось на основе кусочно-постоянной аппроксимации функции  r  

на интервале 
    Nrr ,0

: 

  
   













 




2

1 mm
m rr

  при  
   mm rrr 1 ,    Nm ,...,2,1 , 

где     
N

m mhrr  0 ,      Nrrh N
N

0 . Остальные физико-механические 

характеристики этого материала при переходе от слоя к слою не менялись: 

   
~m , 

   ~m
, 

 
T

m
T  ~ , 

 
T

m
T 

~
,  

  cc m ~ ,    Nm ,...,2,1 .  

Заметим, что индекс 0m  соответствует физико-механическим характеристи-

кам алюминия. 
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 Результаты вычислительного эксперимента приведены на рис. 2.7.15, где 

показаны зависимость амплитуды обратного рассеяния звука  ,F  от волно-

вого размера шара в интервале 127   и полярная диаграмма направленно-

сти амплитуды  ,10F  в угловом секторе  18090  .  

а 

 

 

б 

 
 

Рис. 2.7.15. Зависимость амплитуды обратного рассеяния звука от волнового размера шара 

(а) и полярная диаграмма направленности амплитуды рассеяния звука (б) для термоупругого 

шара с покрытием из различных материалов: 

1 ― непрерывно-слоистый термоупругий материал, 2‒4 — дискретно-слоистый материал с 

однородными термоупругими слоями (2 ― N = 2, 3 ― N = 4, 4 ― N = 6); стрелка ― направ-

ление распространения падающей плоской волны  
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 При суммировании ряда (2.7.35) индекс n  изменялся до значения 

  32 n , где [∙] − целая часть числа. Установлено, что для рассматриваемых 

частот и углов наблюдения увеличение n  практически не влияет на результаты 

расчетов. 

 Из рис. 2.7.15 видно, что с увеличением количества однородных слоев в 

многослойном покрытии зависимости амплитуды рассеяния звука от волнового 

размера шара и от угла наблюдения для шара с непрерывно-слоистым и дис-

кретно-слоистым термоупругими покрытиями сближаются. Это свидетельству-

ет о возможности моделирования непрерывно-слоистого термоупругого сфери-

ческого покрытия покрытием, состоящим из системы однородных 

термоупругих сферических слоев. 

 2.8. Рассеяние термоупругим цилиндром с непрерывно-слоистым по-

крытием звуковых волн, излучаемых линейным источником, в плоском 

волноводе 

 В предыдущих разделах решены дифракционные задачи, в которых рас-

сматривались термоупругие тела в безграничном пространстве. В этом разделе 

получено решение задачи о рассеянии звука термоупругим телом в присутствии 

плоских границ. 

 Постановка задачи. Рассмотрим плоский волновод глубиной d , запол-

ненный теплопроводной жидкостью с плотностью 0 , скоростью звука с , от-

ношением удельных теплоемкостей при постоянных давлении и объеме  , ко-

эффициентом температурного расширения T , теплопроводностью T , 

температуропроводностью 
T . Полагаем, что одна граница волновода является 

либо абсолютно жесткой, либо акустически мягкой, а другая граница волновода 

близка к одной из таких идеальных границ. 

 В волновод помещен бесконечный однородный изотропный термоупругий 

цилиндр радиусом 1r . Материал цилиндра имеет плотность 
0 , упругие посто- 
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янные Ламе 0 , 0 , температурный коэффициент линейного расширения 0
T , 

коэффициент теплопроводности 0
T , объемную теплоемкость 0

c . Ось враще-

ния цилиндра параллельна стенкам волновода и совпадает с осью z  цилиндри-

ческой системы координат ( r ,  , z ).  

 Цилиндр имеет покрытие в виде коаксиального радиально-неоднородного 

изотропного термоупругого цилиндрического слоя с внешним радиусом 2r . 

Модули упругости  r ,  r , температурный коэффициент линейного 

расширения  rTT   и коэффициент теплопроводности  rTT   матери-

ала покрытия являются дифференцируемыми функциями координаты r . Плот-

ность материала покрытия  r  и его удельная теплоемкость  rcc    яв-

ляются непрерывными функциями координаты r . Источники тепла в 

цилиндрическом теле отсутствуют.  

 В прямоугольной декартовой системе координат ( x , y , z ), связанной с 

цилиндрической системой координат, нижняя граница волновода определяется 

уравнением ay  , верхняя граница – уравнением by  . При этом bad  . 

Схема волноводной системы изображена на рис. 2.8.1.  

 

Рис. 2.8.1. Схема волноводной системы 
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 В волноводе находится бесконечно длинный линейный источник, 

параллельный оси z , который генерирует монохроматическую симметричную 

цилиндрическую звуковую волну с круговой частотой   и амплитудой iA . 

Пусть положение источника определяется точкой 0M , имеющей декартовы ко-

ординаты  00 , yx  и цилиндрические координаты  00,r , M  – точка 

наблюдения, координаты которой  yx,  и  ,r . Потенциал скорости 

цилиндрической волны представляется в виде 

  tiii  exp=
~

, 

где  

 )(= 010 rr  kHAii ,                                                                                (2.8.1) 

 xH0  – цилиндрическая функция Ганкеля первого рода нулевого порядка; 1k  – 

волновое число звуковых волн в жидкости, которое определяется из выражения 

(1.2.14); r , 0r  – радиус-векторы точек M  и 0M  соответственно. Временной 

множитель  tiexp  далее опускается. 

 Определим волновое поле в волноводе. 

 Решение задачи. Рассматриваемая задача является двумерной. Волновые 

поля в неоднородном термоупругом цилиндрическом теле и граничащей с ним 

жидкости не зависят от координаты z . 

 Для решения задачи воспользуемся приближенным аналитическим мето-

дом, предложенным в [254]. Потенциал скорости искомого поля в волноводе   

представим в виде суммы вклада от источника 0  и вклада от рассеивателя. В 

свою очередь вклад от рассеивателя разделяется на акустическую s  и тепло-

вую 2  составляющие. Таким образом 

 2
0  s . 

 Вклад от источника. Рассмотрим вклад в волновое поле в волноводе от 

источника. Используя интегральное представление осесимметричной цилин-
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дрической волны )( 010 rr kH  в свободном пространстве [227], выражение 

(2.8.1) запишем в виде  

 








 deeA

yyixxi
ii

010 )(

1

11
,  (2.8.2) 

где 22
11  k . Выбор знака корня 22

1 k  из условия 0Im 1   обеспе-

чивает ограниченность i  при || y . 

Произведение экспонент в подынтегральном выражении (2.8.2) представ-

ляет собой плоскую волну, направление распространения которой задается го-

ризонтальной   и вертикальной 1  компонентами волнового вектора звуковых 

волн 1k . Отраженная от границы цилиндрическая волна может быть представ-

лена в виде суперпозиции плоских волн, возникающих при отражении плоских 

волн, на которые раскладывается цилиндрическая волна.  

При определении вклада от источника в искомое поле будем учитывать 

многократное отражение плоских звуковых волн от границ волновода. Возни-

кающими при таком отражении тепловыми волнами пренебрегаем, поскольку 

эти волны существенны лишь в тонких тепловых пограничных слоях у поверх-

ностей границ волновода [199].   

 Для учета всех возможных вариантов отражения плоских звуковых волн от 

стенок волновода представим потенциал 0  в виде ряда 

  


 


0

4

1

00

j m
jm .              (2.8.3) 

 Пусть aV  и bV  ‒ коэффициенты отражения плоской звуковой волны от 

нижней и верхней границ волновода соответственно. 

 Рассмотрим случай, когда 0yy  . 
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 В выражении (2.8.3) слагаемое 0
01

  включает в себя вклад прямого распро-

странения волны в свободном пространстве от точки источника ),( 000 yxM  до 

точки наблюдения ),( yxM , то есть i0
01

. 

 Слагаемое 0
02

  характеризует единственное отражение от нижней границы 

волновода. Это соответствует распространению волны от точки 0M  ( 0yy  ) до 

точки нижней границы ( ay  ) с последующим отражением и распростране-

нием до точки наблюдения M . При этом плоская волна проходит путь, проек-

ции которого на оси координат x  и y  есть ( 0xx  ) и )()( 0 ayya   соот-

ветственно. Тогда будем иметь 

    








 deVeeAyx

ayi
a

yaixxi
i

)()()(

1

0
02

1010
11

, . 

 Слагаемое 0
03

  описывает единственное отражение от верхней границы 

волновода, что соответствует распространению волны от точки 0M  до верхней 

границы ( by  ) с отражением от нее и распространением до точки M . Имеем 

    








 deVeeAyx

byi
b

ybixxi
i

)()()(

1

0
03

1010
11

, . 

 Для волны, отраженной сначала от нижней границы, а затем от верхней, то 

есть распространяющейся по пути от точки 0M  до нижней границы, затем до 

верхней и, наконец, до точки M , получаем следующее выражение 

    








 deVeVeeAyx

byi
b

abi
a

yaixxi
i

)()()()(

1

0
04

11010
11

, . 

 Вариант, когда волна сначала отражается от верхней границы, а затем от 

нижней, при 0j  не рассматривается. Этот вариант отражения будет учиты-

ваться при 1j  и 1m . 
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 При 1j  каждое слагаемое 0
1m

  ( 4,3,2,1m ) описывает два дополнитель-

ных отражения от верхней и нижней границ волновода. Поэтому выражения 

для 0
1m

  получаются из выражений для 0
0m

  умножением на коэффициент 

)(2 1 bai
ba eVV


, так как дополнительный набег фазы составляет  bai 12 . 

 При 2j  учитываются еще два дополнительных отражения от границ и 

так далее. 

 В результате разложение (2.8.3) принимает вид 
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 )(2)2()2()( 01010101 bayyi
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0

)(2 1

j

jbai
ba deVV .    (2.8.4)

 

В случае 0yy   выражение для 0  получаем перестановкой y  и 0y . 

Таким образом, вклад от источника определяется выражением (2.8.4). От-

метим, что если обе границы волновода были бы идеальными, то ряд 

 






0

)(2 1

j

jbai
ba eVV в (2.8.4) являлся бы расходящимся, поскольку для жесткой 

границы 1V , а для мягкой 1V . Полагая, как и в [9], что имеет место малое 

отличие || aV  или || bV  от единицы, то есть выполняется условие 1|| baVV , 

просуммируем этот ряд как бесконечную геометрическую прогрессию. 

 В результате получаем выражение, описывающее вклад от источника 
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 Вклад от рассеивателя. При определении акустической составляющей 

вклада от рассеивателя s  не будем учитывать рассеяние телом волн, отра-

женных от границ волновода, а будем учитывать только рассеяние цилиндром 

волны, идущей непосредственно от источника. Такое допущение справедливо, 

когда стенки волновода отстоят от тела на достаточно больших расстояниях, то 

есть когда a  и b  велики по сравнению с радиусом тела 2r . 

 Для учета многократного рассеяния звука стенками волновода потенциал 

s  представим в виде ряда аналогичного ряду (2.8.3): 

  


 


0

4

1j m

s
jm

s .              (2.8.6) 

 Слагаемое s
01

  в выражении (2.8.6) описывает вклад прямого распростра-

нения рассеянной телом звуковой волны в свободном пространстве до точки 

наблюдения ),( yxM , то есть 101
s , где 1  – потенциал скорости рассеян-

ного акустического поля, который является решением задачи дифракции ци-

линдрической звуковой волны на однородном термоупругом цилиндре с непре-

рывно-неоднородным термоупругим покрытием в безграничном пространстве, 

заполненном теплопроводной жидкостью. Приведем далее решение этой ди-

фракционной задачи и попутно определим тепловую составляющую вклада от 

рассеивателя 2 , состоящую только из возбужденной в безграничном про-

странстве тепловой волны. 

 Дифракция цилиндрической звуковой волны на термоупругом цилиндре с 

непрерывно-слоистым покрытием в свободном пространстве.  

 Полагая, что описанные в постановке задачи цилиндрическое тело и ис-

точник звуковых волн находятся в заполненном теплопроводной жидкостью 

безграничном пространстве, определим рассеянную телом звуковую и 

возбужденную тепловую волны в жидкости. 
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 С использованием теоремы сложения для цилиндрических функций 

Бесселя потенциал скорости падающего поля (2.8.1) записывается в виде [183] 
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nn
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где  xJn  – цилиндрическая функция Бесселя порядка n ;  xHn  – 

цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка n . 

 Потенциал скорости полного поля в жидкости 

 21  i . 

 Искомые потенциалы рассеянной телом звуковой и возбужденной тепло-

вой волн являются решениями уравнений Гельмгольца (1.2.17) в цилиндриче-

ской системе координат и с учетом условий излучения на бесконечности пред-

ставляются разложениями в ряд по волновым цилиндрическим функциям: 

     )]([exp, 0 




inrkHVr
n

qnqnq ,    2,1q .                          (2.8.7)  

 Волновые поля в однородном термоупругом цилиндре описываются урав-

нениями линейной связанной динамической задачи термоупругости (1.2.22), 

(1.2.23). Вектор смещения частиц в однородном цилиндре записывается через 

потенциалы продольных термоупругих волн 1 , 2  и поперечных упругих 

волн 3Φ  в виде (2.5.5). Эти потенциальные функции являются решениями 

уравнений Гельмгольца (2.5.6) в цилиндрической системе координат. В силу 

постановки задачи   zr eΦ  ,333 , где ze  ‒ единичный вектор оси z . Тогда 

векторное уравнение Гельмгольца (2.5.6) сводится к скалярному уравнению 

Гельмгольца. С учетом условия ограниченности функции 1 , 2 , 3  ищутся в 

виде  

     )]([exp, 0 




inrJWr
n

lnlnl ,     3,2,1l .                              (2.8.8) 

 Волновые поля в покрытии описываются системой уравнений линейной 

связанной динамической задачи термоупругости неоднородного изотропного 
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тела (1.2.39) ‒ (1.2.42), записанных в цилиндрической системе координат 

( rq 1 , 2q ). Эта система уравнений включает уравнения движения сплош-

ной среды 

r
rrrrr u

rrr

21
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r 221
     (2.8.9) 

и уравнение притока тепла 
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                             (2.8.10) 

(здесь и далее штрих означает дифференцирование по аргументу), где компо-

ненты тензора напряжений rr , r ,   связаны с компонентами ru , u  век-

тора смещения u  и изменением температуры T  в покрытии соотношениями 

Дюгамеля―Неймана (2.6.7). 

 Функции ru , u , T  ищутся в виде следующих рядов Фурье: 

              )]([exp,,,,,,, 0321  



 inrUrUrUrTruru

n
nnnr          (2.8.11) 

где  rUln   3,2,1l  − неизвестные распределения компонент вектора смещения 

и изменения температуры по толщине покрытия. 

 Подставляя выражения (2.8.11) в систему уравнений (2.8.9), (2.8.10), полу-

чим систему линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго 

порядка относительно неизвестных функций  rUln   3,2,1l  для каждого зна-

чения ,...2,1,0 n  

 0 nnnnnn CBA UUU ,  T321 ,, nnnn UUUU ,  (2.8.12) 

где 

  332211 ,,diag aaaAn  ,   33 lsn bB ,   33 lsn cC . 

Здесь 

  211a , 22a , Ta 33 , 
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Индекс n , которым должны быть снабжены элементы матриц, здесь и в даль-

нейшем для простоты записи опускаем. 

 Граничные условия на внешней поверхности покрытия включают равен-

ство нормальных скоростей частиц термоупругой среды и жидкости, отсут-

ствие касательного напряжения, равенство нормального напряжения и акусти-

ческого давления, непрерывность акустической температуры и теплового 

потока: 

       :2rr   rrui  , 0 r , prr  , T , 
rr

T T
T









 .           (2.8.13) 

 На внутренней поверхности покрытия должны быть непрерывны компо-

ненты вектора смещения частиц взаимодействующих однородной и неоднород-

ной термоупругих сред, нормальные и касательные напряжения, температура и 

тепловой поток: 

:1rr   0
rr uu  , 0

  uu , 0
rrrr  , 0

  rr ,  

 
0TT  , 

r

T

r

T
TT











0
0 .                                                                         (2.8.14) 

 Нормальная компонента скорости частиц жидкости r , акустическое дав-

ление p  и акустическая температура   определяются из выражений (2.6.16). 
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 Для однородного цилиндра составляющие вектора смещения 0
ru , 0

u  запи-

сываются в виде  
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,   

изменение температуры 0T  определяется из выражения (2.5.19), а компоненты 

тензора напряжений 0
rr , 0

r  связаны с величинами 0
ru , 0

u , 0T  соотношения-

ми Дюгамеля ― Неймана (2.6.7), в которых функции  ,  , T  следует заме-

нить постоянными 0 , 
0 , 0

T  соответственно. Используя приведенные выше 

формулы, выразим величины 0
rr , 0

r  через функции 1 , 2 , 3 . Получим 
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 Рассмотрим граничные условия (2.8.13). Из условия равенства нормальных 

скоростей частиц взаимодействующих сред и условия непрерывности акусти-

ческой температуры получаем выражения для коэффициентов nV1 , nV2 : 

 :2rr     nnnnnn DED aUV
11   ,   T21 , nnn VVV ,  (2.8.15)  

где 

      nnnn rkJrkJk  T
1111 ,a ,  

22
 qmn dD ,   32 mln eE , 

 01rkHA nin  ,  rkHkd mnmm 1 ,  rkHd mnmm 2 , 























2

2
m

Tm
k

c

i
,   ie11 , 022211312  eeee , 123 e . 

Из оставшихся трех граничных условий (2.8.13) находим 

 :2rr   nnnnnnn GFA bVUU  ,  (2.8.16) 

где 
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 После подстановки выражения (2.8.15) в формулу (2.8.16) получаем крае-

вые условия для системы дифференциальных уравнений (2.8.12) на внешней 

поверхности покрытия 

 :2rr    
nnnnn LA cUU  2 ,   (2.8.17) 

где    nnnnn EDGFL 12  ,   nnnnn DG abc
1 . 

 Теперь рассмотрим граничные условия (2.8.14). Из условия непрерывности 

вектора смещения и условия непрерывности температуры получаем выражения 

для коэффициентов lnW   3,2,1l  

 :1rr   nnn T UW
1 ,  T321 ,, nnnn WWWW , (2.8.18) 

где  

   33 lsn tT , 

 qq Zt 11  ,  03
3

13 Z
r

int


 , 

 qq Z
r

int 02
1

 , 13323 Zt  , 

 qqq Zt 03  , 033 t ,   2,1q , 

  rJZ lnl 0 ,  rJZ lnll 1 ,    3,2,1l . 

Из остальных трех граничных условий (2.8.14) находим 

 :1rr   nnnnnn YFA WUU  , (2.8.19) 

где 

   33 lsn yY , 
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После подстановки выражения (2.8.18) в формулу (2.8.19) получаем краевые 

условия для системы дифференциальных уравнений (2.8.12) на внутренней по-

верхности покрытия 

 :1rr     01  nnnn LA UU , (2.8.20) 

где   11  nnnn TYFL . 

 Из выражений (2.8.15), (2.8.18) следует, что коэффициенты nV1 , nV2 , nW1 , 

nW2 , nW3  могут быть вычислены лишь после решения краевой задачи (2.8.12), 

(2.8.17), (2.8.20). Эта краевая задача решена методом сплайн-коллокации анало-

гично решению краевой задачи в п. 2.7.1. 

 Интегральная форма записи вклада от рассеивателя. Возвращаясь к рас-

смотрению вклада от рассеивателя, воспользуемся интегральной формой запи-

си волновых цилиндрических функций через декартовы базисные решения 

уравнения Гельмгольца: 

 











 deei

k
erkH

yixin
q

q
n
q

nin
qn

q)(
1

 )( ,  2,1q ,            (2.8.21) 

где 
22

22  k . Выбор знака корня 
22

2 k  из условия 0Im 2   обеспе-

чивает ограниченность правой части выражения (2.8.21) при || y . Знак 

плюс у показателя экспоненты и 1n  соответствуют 0y , а знак минус и 

n
n )1(  соответствуют 0y . Формула (2.8.21) получена на основе соотно-

шений, приведенных в [43, стр. 182]. 

 Тогда разложения (2.8.7) запишутся в виде 
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, 0 , 2,1q . (2.8.22) 

Эти выражения справедливы для точек наблюдения, лежащих за пределами 

окружности радиуса 2r . Как и в (2.8.2), произведение экспонент в подынте-

гральном выражении (2.8.22) представляет собой плоскую волну. Поэтому, как 

и отраженное от границ волновода первичное акустическое поле, рассеянная 

телом звуковая волна после отражения от плоских границ может быть пред-

ставлена в виде суперпозиции плоских волн. 

 Рассматривая те же варианты отражения, что и при определении вклада от 

источника, получим выражения для слагаемых s
jm  ( ,...2,1,0;4,3,2,1  jm ). 

 В результате ряд многократного рассеяния (2.8.6) принимает вид  
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 С учетом допущения, сделанного при получении формулы (2.8.5), из 

(2.8.23) получаем 
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 Таким образом, вклад от рассеивателя определяется выражением 
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 Результаты расчетов. Далее сначала приводятся результаты расчетов для 

цилиндрического тела, находящегося в безграничном пространстве, а затем ‒ 

для волноводной системы.  

 Итенсивность рассеянного в безграничном пространстве акустического 

поля в дальней зоне как функция, зависящая от волнового размера цилиндра 

11 rk  и полярного угла  , имеет вид 

       
2

01
11

exp
2

, 








n

n
n

i

inVi
rkA

I . 

 Были проведены расчеты зависимости интенсивности отраженной в 

направлении   звуковой волны от волнового размера цилиндра  ,I  в 

интервале 128  . Расчеты проводились для стального (см. табл. 2.8.1) ци-

линдра радиусом 1 м с покрытием толщиной 0.1 м, неоднородным по плотно-

сти: 

    rfr  ~ ,      212
2

2125.0 rrrrrrf  , 

где ~  ‒ плотность однородного покрытия из поливинилбутираля. Полагали, что 

окружающая цилиндрическое тело жидкость ‒ вода, а падающая на тело звуко-

вая волна с единичной амплитудой излучается линейным цилиндрическим ис-

точником, ось которого имеет координаты 20 2.1 rr  , 0 . 

Таблица 2.8.1 

Физико-механические характеристики стали 

 

0 , кг/м
3

 0 , Н/м
2

 
0 , Н/м

2
 0

T , 1/K 0
T , Вт/(м K) 

0
c , Дж/(м

3 K) 

7850 11102.1   10109.7   5102.1   3.45  6106.3   

      



205 

 

 Результаты расчетов представлены на рис. 2.8.2, где сплошной линией 

показан график, построенный для термоупругого цилиндра с неоднородным 

термоупругим покрытием. Для сравнения на рис. 2.8.2,а приведен график, рас-

считанный для упругого цилиндра с неоднородным упругим покрытием 

(штрихпунктирная линия), а на рис. 2.8.2,б ‒ графики, рассчитанные для термо-

упругого цилиндра с однородным термоупругим покрытием (штриховая линия) 

и термоупругого цилиндра без покрытия (пунктирная линия).  

 

Рис. 2.8.2. Зависимость интенсивности отраженной звуковой волны 

от волнового размера цилиндра в безграничном пространстве 

 Из рис. 2.8.2,а следует, что термоупругость материалов цилиндра и его по-

крытия может оказывать существенное влияние на отражение звука. Рис. 2.8.2,б 

показывает возможность изменения звукоотражающих свойств термоупругого 

цилиндра за счет неоднородности его термоупругого покрытия при падении на 

цилиндрическое тело звуковой волны, излучаемой линейным источником в без-

граничном пространстве. 

 Для волноводной системы расчеты выполнялись для частного случая, ко-

гда волновод заполнен идеальной жидкостью, а помещенное в него тело пред-

ставляет собой абсолютно жесткий цилиндр с непрерывно-слоистым упругим 

покрытием. В этом случае s 0 , ckk 1 , а коэффициенты nV1  в 

(2.8.24) определяются из решения задачи о дифракции цилиндрической звуко-

вой волны на абсолютно жестком цилиндре с непрерывно-слоистым упругим 
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покрытием в безграничном пространстве, заполненном идеальной жидкостью 

[204]. 

 Были рассчитаны зависимость модуля потенциала полного акустического 

поля в волноводе   от волнового размера рассеивателя 2kr  и распределение 

модуля потенциала рассеянного акустического поля s  по глубине волновода. 

 При вычислении интегралов в (2.8.5) и (2.8.24) интервал интегрирования 

разбивался на участки  k , ,  0,k ,  k,0 ,  ,k . Точки k  являются 

интегрируемыми особыми точками. Интегралы вычислялись с помощью паке-

тов прикладных программ MATLAB и Maple. Полученные результаты показали 

хорошее совпадение. 

 При суммировании ряда (2.8.24) индекс n  изменялся от N  до N , где 

  12 2  krN ; [ ∙ ] − целая часть числа. Дальнейшее увеличение || n  практиче-

ски не сказывается на результатах расчетов.  

 В расчетах полагалось, что волновод с абсолютно жесткой границей 

23ry   с коэффициентом отражения 1aV  и границей 25ry   с коэффициен-

том отражения 95.0bV , близкой к акустически мягкой границе, заполнен во-

дой. Цилиндр радиусом 11 r  м имеет упругое покрытие с внешним радиусом 

2.12 r  м, а линейный источник излучает звуковую волну с единичной ампли-

тудой и расположен в точке с координатами 20 7rr   и 650  .  

 Рассматривались как однородное покрытие из поливинилбутираля, так и 

неоднородное покрытие с материальными характеристиками 

    rfr  ~ ,       rfr 
~

,       rfr  ~ , 

где 

      1215.01 rrrrrf  ,    21 rrr  , 

~ , 
~

, ~  ‒ плотность и модули упругости однородного покрытия.  
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 Результаты расчетов представлены на рис. 2.8.3 – 2.8.6, где кривая 1 соот-

ветствует цилиндру с неоднородным покрытием, а кривая 2 ‒ цилиндру с одно-

родным покрытием. 

 На рис. 2.8.3 – 2.8.5 представлены зависимости   от 2kr , рассчитанные в 

разных точках наблюдения. Расчеты частотных характеристик проводились в 

интервале 58.3 2  kr , позволяющем показать влияние неоднородности покры-

тия на акустическое поле в волноводе. Было установлено, что в области 

8.32 kr  неоднородность материала покрытия слабо влияет на акустическое 

поле в волноводе. Однако с увеличением 2kr  это влияние становится заметнее. 

 Рис. 2.8.3 соответствует точке с координатами 25.3 rx  , 2ry  . Кривая 3 

построена для случая, когда в волноводе отсутствует рассеиватель и полное 

поле в волноводе описывается только вкладом от источника. Из рисунка следу-

ет, что присутствие тела в волноводе заметно изменяет полное акустическое 

поле в волноводной системе. Видно, что все частотные зависимости имеют от-

четливо выраженный резонансный характер.  

 

 

Рис. 2.8.3. Зависимость поля   от 2kr  при 25.3 rx  , 2ry   
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 Аналогичные особенности имеются и у частотных зависимостей, рассчи-

танных в точках около рассеивающего тела и имеющих координаты 21.1 rr  , 

65  (рис. 2.8.4) и 21.1 rr  , 611  (рис. 2.8.5). 

 

Рис. 2.8.4. Зависимость поля   от 2kr  при 21.1 rr  , 65  

 

 

Рис. 2.8.5. Зависимость поля   от 2kr  при 21.1 rr  , 611  

 На рис. 2.8.6 показано распределение поля s  по глубине волновода при 

25.3 rx  , 96.32 kr . Здесь кривая 3 построена для цилиндра с неоднородным 

покрытием, находящегося в безграничном пространстве.  
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Рис. 2.8.6. Распределение поля s  по глубине волновода d  при 25.3 rx  , 96.32 kr  

 Видно, что функция s  соответствующая телу, помещенному в волновод 

(кривая 1), имеет большее количество экстремумов и более широкий диапазон 

изменения по сравнению с функцией, построенной для такого же тела, 

находящегося в свободном пространстве (кивая 3). Такое изменение картины 

рассеянного поля является следствием многократного переотражения волн 

стенками волновода. 

 Сравнение кривых 1, 2 на каждом из рис. 2.8.3 – 2.8.6 показывает как за 

счет неоднородности упругого покрытия можно изменять звукоотражающие 

свойства цилиндрического тела, находящегося в волноводе. 
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3. ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ ЗВУКА  

НА НЕОДНОРОДНЫХ ТЕРМОУПРУГИХ ТЕЛАХ 

 

 В предыдущей главе показана возможность изменения зукоотражающих 

свойств термоупругих тел с помощью непрерывно-слоистых термоупругих по-

крытий. Если подобрать соответствующие законы неоднородности таких по-

крытий, то можно добиться требуемого звукоотражения телами. Таким обра-

зом, возникает необходимость в решении обратных дифракционных задач для 

неоднородных термоупругих тел. 

 В известных работах, посвященных коэффициентным обратным задачам 

термоупругости, поиск решения осуществлялся по некоторой дополнительной 

информации. Например, в [24‒28, 101] заранее принятым ограничением при 

решении обратных задач является задание значений температуры и/или пере-

мещений на поверхности исследуемого тела.  

 В данной главе предложен метод решения обратных задач дифракции зву-

ковых волн на неоднородных термоупругих телах, использующий исключи-

тельно решения прямых дифракционных задач и не требующий эксперимен-

тальных замеров акустических откликов. Решены обратные задачи дифракции 

звука для непрерывно-слоистых термоупругих тел плоской, цилиндрической и 

сферической формы и для однородных термоупругих тел (пластины, цилиндра, 

шара) с непрерывно-слоистыми термоупругими покрытиями. 

 Результаты исследований, изложенные в настоящей главе, отражены в ра-

ботах [75, 76, 78, 82, 89, 90, 95, 205, 206].   

 3.1. Метод решения обратных задач дифракции звуковых волн на не-

однородных термоупругих телах 

 Постановка задачи. На основе решения прямой задачи дифракции звука 

на неоднородном термоупругом теле определим законы неоднородности его 

материала, обеспечивающие наименьшее рассеяние звука телом в заданном 
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диапазоне частот при фиксированном угле наблюдения  , равном  , а также 

в заданном угловом секторе наблюдения 21   при фиксированной ча-

стоте. При этом диапазон частот определяется интервалом изменения волново-

го размера тела 21  , а фиксированная частота ‒ фиксированным значе-

нием волнового размера тела, равным  .     

 Решение задачи. Полагаем, что все физико-механические характеристики 

материала тела ‒  ,  ,  , T , T , c , или часть из них, описываются 

многочленами второй степени с независмой переменной   и неизвестными ко-

эффициентами 
     210 ,,  :    

     ~ ,    (3.1.1) 

где 

         2210  , ba  .                                          (3.1.2) 

Здесь   ‒ координата, по которой проявляется непрерывно-слоистая неодно-

родность материала;  = { ,  ,  , T , T , c }; ~  − характерная величина од-

нородного материала. Другая часть (если она присутствует) физико-

механических характеристик материала тела считаются известными.  

  Построим функционалы 1 , 2  вида 

    




 




2

1

,
1

,,,,,
12

1 dIcTT ,  (3.1.3) 

    




 




2

1

,
1

,,,,,
12

2 dIcTT ,  (3.1.4) 

определенные на классе квадратичных функций (3.1.1) и выражающие 

осредненные значения интенсивности рассеяния звука телом  ,I  в 

заданных диапазоне частот и интервале углов наблюдения соответственно.   
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  Для каждого функционала найдем 

такие значения коэффициентов функций 

(3.1.2), при которых он достигает 

минимального значения.  

       Для минимизации функционалов 

(3.1.3), (3.1.4) введем ограничения  

     21 CC ,                           (3.1.5) (3.5) 

где 1C , 2C  − некоторые положительные 

константы. 

 

Рис. 3.1.1. Область Ω  

 Геометрически каждое из неравенств (3.1.5) задает в прямоугольной 

системе координат с осью абсцисс   и осью ординат f  бесконечное множество 

кривых   , лежащих в прямоугольной области  

},:),{(=),,( 21
(2)(1)(0)

  CfCbaf ,  

показанной на рис. 3.1.1. 

  В области ),,( (2)(1)(0)   каждую параболу (3.1.2) определим тремя 

точками    00 , faG ,     11 ,2 fbaG ,   22 , fbG , где   21 ,CCfq  

(q=0,1,2). Подстановкой координат этих точек в выражение (3.1.2), получим 

систему трех линейных алгебраических уравнений, решение которой имеет вид 

 
 fη
1R ,     (3.1.6) 

где       T210 ,, η ,  T210 ,,   ffff ,    



















2
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1

bb

baba
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R . 

 Выбирая из отрезка   21 ,CC  значения для ординат  210 ,, fff  и 

вычисляя с помощью соотношений (3.1.6) значения коэффициентов 

     210 ,,  , получим квадратичные (линейные при 
  02  ) законы 
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неоднородности материала тела. При этом, если абсцисса вершины параболы 

принадлежит отрезку  ba, , то ордината этой вершины должна принадлежать 

отрезку   21 ,CC , т. е. требуется проверка совместного выполнения условий  

 
 

 
ba 






2

1

2
,  

 

   



 22

21
0

1
4

CC .  (3.1.7) 

 Нахождение значений неизвестных коэффициентов функций (3.1.2), 

удовлетворяющих условиям (3.1.5) и минимизирующих функцию восемнадцати 

переменных  

 
             min,,,...,,, 210210   cccm ,    2,1m   (3.1.8) 

осуществим с помощью следующего алгоритма. 

 Для ординаы qf  точки qG   2,1,0q  на отрезке   21 ,CC  введем 

равномерную сетку 

 
 

 
qq

l
q hlCf q

1 ,    2,1,0q ,     (3.1.9) 

где   qq nl ,...,1,0  − номер узла сетки,     qq nCCh 12 − шаг q -й сетки, 

qn  − количество равных частей, на которые разбит отрезок   21 ,CC . Таким 

образом, построены двумерные сетки в каждой из шести областей  , соответ-

ствующих неравенствам (3.1.5). На этих сетках с использованием соотношений 

(3.1.6) и условий (3.1.7) рассчитываются наборы значений коэффициентов 

функций (3.1.2).  

 Нахождение оптимального набора коэффициентов 
     210 ,,   осуще-

ствим с помощью процедуры поиска минимума функции (3.1.8). Эта вычисли-

тельная процедура построена на основе комбинации методов случайного поис-

ка и покоординатного спуска и включает два этапа. При этом в качестве 

восемнадцати искомых координат выступают не сами коэффициенты 

     210 ,,  , а соответствующие им наборы величин  210 ,, fff , присут-

ствующие в выражениях (3.1.6).   
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 На первом этапе случайным образом выбирается начальная точка f  – со-

вокупность восемнадцати значений  210 ,, fff  из множества допустимых 

дискретных сочетаний на введенной многомерной сетке:  

  
 ccc ffffff 210210 ,,,...,,,f . 

 На втором этапе в случайном порядке выбирается одна из координат и вы-

полняется поиск минимума функции m   2,1m  при изменении значений этой 

координаты во всех возможных узлах с номерами ql . При этом значения сем-

надцати других координат не меняются. Процедура случайного выбора коорди-

нат повторяется до тех пор, пока не будет осуществлен поиск по всем коорди-

натам. По окончании второго этапа получаем значение локального минимума 

функции m  и соответствующий набор координат f , по которому с помощью 

формул (3.1.6) вычисляются искомые коэффициенты 
     210 ,,  . 

 Локальный минимум функции m  и соответствующий ему набор матери-

альных параметров зависят и от выбора начальной точки, и от порядка перебо-

ра координат при покоординатном спуске. Поэтому процедура поиска локаль-

ного минимума повторяется M  раз. В качестве конечного решения выбирается 

набор коэффициентов 
     210 ,,  , обеспечивающий наименьшее значение m  

среди локальных решений. Получаемое таким образом оптимальное решение 

является приближенным, точность которого зависит от выбора шага сетки qh  

и числа M .  

 3.2. Определение законов неоднородности непрерывно-слоистых тер-

моупругих тел с заданными звукоотражающими свойствами  

 В этом разделе решены обратные задачи дифракции плоских звуковых 

волн на непрерывно-неоднородных по толщине термоупругих слоях плоской, 

цилиндрической и сферической формы. 
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 3.2.1. Решение задачи для плоского слоя  

 Постановка и решение задачи. На основе полученного в разделе 2.1 ре-

шения прямой задачи определим законы неоднородности материала термо-

упругого плоского слоя, обеспечивающие наименьшее отражение звука в за-

данном диапазоне частот при фиксированном угле падения волны  , а 

также в заданном интервале углов падения 21   при фиксированной ча-

стоте волны.  

 Решение этой обратной задачи найдено методом, предложенным в разделе 

3.1, где полагалось, что hk112  ‒ волновой размер плоского слоя, угол 

наблюдения   заменялся углом падения волны  , координата   ‒ координатой 

z , отрезок  ba,  ‒ отрезком  hh, . 

Результаты расчетов. Были рассчитаны зависимости (3.1.1) для 

плотности и модулей упругости материала термоупругого плоского слоя, 

обеспечивающие наименьшее звукоотражение в частотном диапазоне 155   

при нормальном падении волны ( 0*  ), а также в интервале углов падения 

волны  500   на частоте 5.8 . Рассматривалось падение плоской 

звуковой волны с единичной амплитудой на находящийся в воде термоупругий 

плоский слой толщиной 005.02 h м из материала на основе 

поливинилбутираля. 

 При расчетах полагали, что 5.0111   ССС , 5.1222   ССС . 

Такие значения границ неравенств (3.1.5) обеспечивают достаточно широкий 

диапазон изменения функций (3.1.1), когда максимально возможные значения 

функций больше минимально допустимых значений в три раза. При этом в трех 

областях ),,( (2)(1)(0)  , ),,( (2)(1)(0)  , ),,( (2)(1)(0)  , соответствую-

щих неравенствам (3.1.5), строились одинаковые сетки (3.1.9), причем сначала с 

шагами 5.0  qqq hhh  (q = 0,1,2), а затем более густые ‒ с шагами 
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25.0  qqq hhh . Рассчитанные на этих сетках наборы коэффициентов 

(
     210 ,,  ), (

     210 ,,  ), (
     210 ,,  ) определяют в каждой из трех об-

ластей   все допустимые функции  z ,  z ,  z  для механических пара-

метров слоя  z ,  z ,  z , показанные на рис. 3.2.1. Из этих параметров вы-

бирались те, для которых значение m   2,1m  минимально. При этом 63M .  

  

Рис. 3.2.1. Область   и допустимые функции  z ,  z ,  z   

при шагах сеток 5.0  qqq hhh  (а) и 25.0  qqq hhh  (б) 

Результаты расчетов оптимальных наборов коэффициентов представлены 

в табл. 3.2.1, 3.2.2, из которых следует, что измельчение сеток может позволить 

значительно уменьшить значения величин 1 , 2  из-за существенного увеличе-

ния числа допустимых решений. Например, на менее густых сетках (см. табл. 

3.2.1) для термоупругого плоского слоя найден закон неоднородности  

     2410165.11070 zz  ,   9109.3  z ,   8108.9  z , 

  4103.2  zT ,   2.0 zT ,   6102.1  zc , 

при котором минимальное значение 106.02  , тогда как при сгущении сеток 

вдвое (см. табл. 3.2.2) для такого слоя удается построить неоднородность  
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    2410475.01070 zz  ,   9109.3  z ,   8108.9  z , 

  4103.2  zT ,   2.0 zT ,   6102.1  zc , 

при которой достигается минимальное значение 056.02  .  

 Заметим, что схожий эффект от сгущения сеточной области наблюдался и 

в работе [89] при определении линейных законов неоднородности плоского 

упругого слоя, обеспечивающих наименьшее звукоотражение и в работе [90] 

при нахождении квадратичных законов неоднородности покрытия плоского 

упругого слоя с оптимальными звукоотражающими свойствами. 

Таблица 3.2.1 

Оптимальные наборы коэффициентов при шагах сеток 5.0  qqq hhh  

m   0   1   2   0   1   2   0   1   2  m  

1 
1 100 4104   1 -200 0 1 -100 4104   

0.115 
1 -100 4104   1 200 0 1 100 4104   

2  1.5 0 41016   1 0 0 1 0 0 0.106 

 

Таблица 3.2.2 

Оптимальные наборы коэффициентов при шагах сеток 25.0  qqq hhh  

m   0   1   2   0   1   2   0   1   2  m  

1 
1 100 4104   1 -100 

4104 
 

1 -50 4106   
0.069 

1 -100 4104   1 100 4104   1 50 4106   

2  0.75 0 4104   1 0 0 1 0 0 0.056 

 

 Из табл. 3.2.1, 3.2.2 видно, что оптимальное решение оказывается един-

ственным, если все коэффициенты с верхним индексом 1 равны нулю. В других 

случаях для каждого из приведенных вариантов расчета существует по два 

набора оптимальных коэффициентов (
     210 ,,  ), (

     210 ,,  ), 

(
     210 ,,  ), различающихся знаком при коэффициентах с индексом 1, то 

 (3.2.1) 
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тесть имеется два оптимальных решения. Например, из табл. 3.2.2 следует, что 

минимальному значению 069.01   соответствует как плоский слой с физико-

механическими характеристиками   

    2410410011070 zzz  ,    249 1041001109.3 zzz  ,  

    248 106501108.9 zzz  , 

  4103.2  zT ,   2.0 zT ,   6102.1  zc , 

так и слой с физико-механическими характеристиками 

      2410410011070 zzz  ,    249 1041001109.3 zzz  ,  

    248 106501108.9 zzz  , 

  4103.2  zT ,   2.0 zT ,   6102.1  zc . 

При этом функции (3.2.2), описывающие механические параметры слоя, сим-

метричны относительно оси ординат соответствующим функциям (3.2.3). 

 Таким образом, в исследуемом диапазоне частот в случае одинаковых гра-

ничащих с неоднородным термоупругим плоским слоем жидкостей, при квад-

ратичных законах неоднородности этого слоя таких, что теплофизические па-

раметры постоянны, а плотность и модули упругости симметрично 

распределены относительно серединной плоскости слоя, последний неразличим 

по отраженному звуковому полю. Аналогичные наблюдения сделаны в работе 

[89] для плоского упругого слоя в случае линейных законов его неоднородно-

сти. 

 С целью сравнения были рассчитаны значения 191.01  , 546.02   для 

однородного термоупругого плоского слоя из поливинилбутираля. Найденные 

оптимальные законы неоднородности  (3.2.1) ‒ (3.2.3) приводят к уменьшению 

этих значений на 64 и 90 процентов соответственно.   

 3.2.2. Решение задачи для цилиндрического слоя  

 Постановка и решение задачи. На основе полученного в разделе 2.2 ре-

шения прямой задачи, определим законы неоднородности материала термо-

 (3.2.2) 

 (3.2.3) 
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упругого цилиндрического слоя, для которых будем иметь наименьшее рассея-

ние звука в интервале волновых чисел 21   при фиксированном угле 

наблюдения  , а также в заданном угловом секторе наблюдения 

21   при фиксированном волновом размере слоя  .  

 Решение этой обратной задачи найдено методом, предложенным в разделе 

3.1, где полагалось, что 111 rk  ‒ волновой размер цилиндрического слоя, 

угол   заменялся углом  , координата   ‒ координатой r , отрезок  ba,  ‒ от-

резком  12 ,rr , а подынтегральная функция в (3.1.3), (3.1.4) определялась выра-

жением    2,,  FI , где  ,F  имеет вид (2.2.6).  

 Результаты расчетов. При численной реализации метода расчеты прово-

дились для граничащего с водой цилиндрического слоя с внешним радиусом 

1.11 r  м и внутренним радиусом 12 r  м из материала на основе поливи-

нилбутираля. Рассматривался случай падения плоской звуковой волны с еди-

ничной амплитудой на цилиндрический слой перпендикулярно его оси враще-

ния. При расчетах полагали, что неоднородность термоупругого материала слоя 

проявляется в изменении плотности  r  и модулей упругости  r ,  r . При 

этом для функций  r ,  r ,  r  вводились ограничения (3.1.5), в которых 

5.0111   ССС , 5.1222   ССС .  

 В каждой из трех областей ),,( (2)(1)(0)  , ),,( (2)(1)(0)  , 

),,( (2)(1)(0)   строились сетки (3.1.9) для одинаковых шагов 

( 25.0  qqq hhh , q = 0,1,2). Рассчитанные на этих сетках наборы коэф-

фициентов 
 q ,  q , 

 q  определяют в каждой из областей все допустимые 

функции  r ,  r ,  r  для законов неоднородности материала цилиндриче-

ского слоя, показанные на рис. 3.2.2. Из этих законов при 65M  выбирались 

те, для которых значения 1 , 2  минимальны. 
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Рис. 3.2.2. Область   и допустимые функции  r ,  r ,  r   

Таблица 3.2.3 

Оптимальные наборы коэффициентов  

 

m   0   1   2   0   1   2   0   1   2  m  

1 48 -97.5 50 1 0 0 1 0 0 0.161 

2  -109 210 -100 -109.5 210 -100 -57 107.5 -50 0.120 

 

 В первой строке табл. 3.2.3 приведены значения оптимальных коэффици-

ентов  q , 
 q ,  q  (q = 0,1,2), обеспечивающие наименьшее обратное 

(  ) рассеяние звука термоупругим цилиндрическим слоем в интервале 

5.75.5  .  Можно видеть, что минимальному значению 1  равному 0.161 

соответствует цилиндрический слой, неоднородность которого проявляется в 

изменении плотности: 

    2505.97481070 rrr  ,   9109.3  r ,   8108.9  r ,

   4103.2  rT ,   2.0 rT ,   6102.1  rc . 

 Результаты расчетов, приведенные во второй строке табл. 3.2.3, получены 

для угла наблюдения, изменяющегося в секторе 0 , при волновом разме-

ра цилиндрического слоя 5 . Наименьшее рассеяние звука в этом угловом 

 

 (3.2.4) 
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секторе со значением 120.02   достигается при следующем законе неодно-

родности цилиндрического слоя: 

    21002101091070 rrr  ,    29 1002105.109109.3 rrr  , 

    28 505.10757108.9 rrr  ,  (3.2.5) 

   4103.2  rT ,   2.0 rT ,   6102.1  rc . 

 Для сравнения были рассчитаны значения 501.01  , 483.02   для одно-

родного термоупругого цилиндрического слоя из поливинилбутираля. Найден-

ные оптимальные законы неоднородности (3.2.4), (3.2.5) дают возможность 

уменьшить эти значения на 68 и 75 процентов соответственно. 

 Для оценки влияния частотного диапазона на оптимальные звукоотража-

ющие свойства неоднородного термоупругого цилиндрического слоя проведена 

минимизация функционала 1  в интервале 5.105.7  . В этом интервале 

наименьшей осредненной интенсивности отражения звука со значением 

093.01   соответствует слой, неоднородность которого проявляется в измене-

нии модулей упругости: 

   1070 r ,    29 10021075.110109.3 rrr  , 

    28 4008405.439108.9 rrr  ,  (3.2.6) 

   4103.2  rT ,   2.0 rT ,   6102.1  rc . 

 Таким образом, оптимальные законы неоднородности термоупругого ци-

линдрического слоя для разных частотных интервалов могут существенно раз-

личаться. Это подтверждают и значение 354.01  , рассчитанное в интервале 

5.105.7   при законе неоднородности оболочки (3.2.4), и значение 

226.01  , рассчитанное в интервале 5.75.5   при законе неоднородности 

оболочки (3.2.6). Заметим также, что неоднородность (3.2.6) позволяет умень-

шить на 63% значение 254.01  , рассчитанное в интервале 5.105.7   для 

однородного термоупругого цилиндрического слоя из поливинилбутираля.   
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 Отметим, что в работе [88] последовательным перебором множества допу-

стимых линейных функций, описывающих механические параметры материала 

упругого цилиндрического слоя, определены оптимальные плотность и модули 

упругости этого материала, обеспечивающие наименьшее рассеяние звука в за-

данном направлении при фиксированном волновом размере слоя.    

 3.2.3. Решение задачи для сферического слоя  

 Постановка и решение задачи. На основе полученного в разделе 2.3 ре-

шения прямой задачи, определим законы неоднородности материала термо-

упругого сферического слоя, для которых будем иметь наименьшее рассеяние 

звука в интервале волновых чисел 21   при фиксированном угле 

наблюдения  , а также в заданном угловом секторе наблюдения 

21   при фиксированном волновом размере слоя  .  

 Решение этой обратной задачи найдено методом, предложенным в разделе 

3.1, где полагалось, что 111 rk  ‒ волновой размер сферического слоя, угол 

  заменялся углом  , координата   ‒ координатой r , отрезок  ba,  ‒ отрезком 

 12 ,rr , а подынтегральная функция в (3.1.3), (3.1.4) определялась выражением 

   2,,  FI , где  ,F  имеет вид (2.3.7).  

 Результаты расчетов. При численной реализации метода полагали, что 

плоская звуковая волна с единичной амплитудой падает на граничащий с водой 

сферический слой с внешним радиусом 1.11 r  м и внутренним радиусом 12 r  

м из материала на основе поливинилбутираля.  Были проведены расчеты опти-

мальных коэффициентов  q , 
 q ,  q  (q = 0,1,2) функций  r ,  r ,  r , 

обеспечивающих наименьшее рассеяние звука термоупругим сферическим сло-

ем в интервале углов наблюдения 0  при фиксированных значениях вол-

нового размера слоя 5 , 7 . При этом рассматривался такой же набор 

допустимых зависимостей для функций  r ,  r ,  r , что и в случае цилин-

дрического слоя (рис. 3.2.2).  
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 Результаты расчетов приведены в табл. 3.2.4, где первая строка соответ-

ствует волновому числу 5 , а вторая строка ‒ 7 . Из этой таблицы сле-

дует, что для разных частот падающей волны оптимальные законы неоднород-

ности термоупругого сферического слоя, обеспечивающие наименьшее 

рассеяние звука в заданном интервале углов наблюдения, могут существенно 

различаться. 

Таблица 3.2.4 

Оптимальные наборы коэффициентов 
 

 0   1   2   0   1   2   0   1   2  2  

111.5 -210 100 1 0 0 1 0 0 0.647  

221.5 -420 200 6 −5 0 -4.5 5 0 1.529  

 

 Для сравнения были рассчитаны значения 2  при 5  и 7  для од-

нородного термоупругого сферического слоя из поливинилбутираля, которые 

оказались равными 3.620 и 6.018 соответственно. Приведенные в табл. 3.2.4 оп-

тимальные наборы коэффициентов позволяют уменьшить эти значения в 5.6 и 

3.9 раза. 

 3.3. Математическое моделирование неоднородных покрытий термо-

упругих тел с требуемыми звукоотражающими свойствами 

 В данном разделе решены обратные задачи дифракции плоских звуковых 

волн на однородных термоупругих телах плоской, цилиндрической и сфериче-

ской формы с непрерывно-слоистыми термоупругими покрытиями. 

 3.3.1. Моделирование покрытия пластины  

 Постановка и решение задачи. На основе полученного в п. 2.5.1 решения 

прямой задачи, определим законы неоднородности покрытия термоупругой 

пластины, для которых будем иметь наименьшее звукоотражение в заданном 

интервале волновых чисел 21   при фиксированном угле падения вол-

ны  , а также в заданном интервале углов падения 21   при фикси-

рованном волновом размере пластины  .  
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 Решение этой обратной задачи найдено методом, предложенным в разделе 

3.1, где полагалось, что Hk21  ‒ волновой размер пластины, угол   заме-

нялся углом падения волны  , а физико-механические характеристики 

материала тела (3.1.1) отождествлялись с соответствующими физико-

механическими характеристиками материала покрытия. При этом в (3.1.1) пе-

ременная  , изменяющаяся на отрезке  ba, , заменялась переменной 

  HhHz  , . Физико-механические характеристики материала пластины 

полагались известными. 

Результаты расчетов. При численной реализации метода были 

рассчитаны зависимости (3.1.1) для плотности и модулей упругости 

термоупругого материала покрытия, обеспечивающие наименьшее 

звукоотражение в интервале волновых чисел 105   при  фиксированном 

угле падения волны 25*  , а также в интервале углов падения  3020   

при фиксированном волновом числе 5.8 . Рассматривался случай, когда 

плоская звуковая волна с единичной амплитудой падает на находящуюся в воде 

алюминиевую пластину толщиной 05.0H м, оснащенную покрытием, 

имеющим толщину 005.0h м и изготовленным из материала на основе 

поливинилбутираля. 

 При расчетах полагали, что 5.0111   ССС , 5.1222   ССС . 

При этом в областях ),,( (2)(1)(0)  , ),,( (2)(1)(0)  , ),,( (2)(1)(0)   стро-

ились одинаковые сетки (3.1.9), такие что 25.0  qqq hhh  (q = 0,1,2). 

Рассчитанные на этих сетках допустимые функции для механических парамет-

ров материала покрытия показаны на рис. 3.3.1. Из этих параметров при 63M  

выбирались те, для которых значения 1 , 2  минимальны.  
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Рис. 3.3.1. Область   и допустимые функции  z ,  z ,  z   

Найденные оптимальные наборы коэффициентов  q , 
 q ,  q  (q = 0,1,2) 

приведены в табл. 3.3.1. 

Таблица 3.3.1 

Оптимальные наборы коэффициентов  

 

m   0   1   2   0   1   2   0   1   2  m  

1 1.5 0 0 -9.5 -200 0 -219.5 -8400 -80000 0.699 

2  -4 -100 0 -9.5 -200 0 -109.5 -4200 -40000 0.472 

 

Из табл. 3.3.1 следует, что минимальному значению 699.01   соответ-

ствует термоупругое покрытие с законом неоднородности 

    5.11070  z ,    zz 2005.9109.3 9  ,  

    28 8000084005.219108.9 zzz  , 

  4103.2  zT ,   2.0 zT ,   6102.1  zc , 

а минимальному значению 472.02   ‒ термоупругое покрытие с законом не-

однородности 

 (3.3.1) 
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     zz 10041070  ,    zz 2005.9109.3 9  ,  

    28 4000042005.109108.9 zzz  , 

   4103.2  zT ,   2.0 zT ,   6102.1  zc . 

 Для сравнения были рассчитаны значения величин 1 , 2  для 

термоупругой пластины без покрытия, которые оказались равными 854.0  и 

792.0 . Неоднородные термоупругие покрытия с оптимальными свойствами 

(3.3.1), (3.3.2) позволяют уменьшить эти значения на 18 и 40 процентов 

соответственно. 

 

Рис. 3.3.2. Зависимость интенсивности звукоотражения от волнового размера пластины (а) и 

угла падения волны (б): 1 ― термоупругая пластина с однородным термоупругим покрыти-

ем, 2 — термоупругая пластина с неоднородным термоупругим покрытием с оптимальными 

звукоотражающими свойствами, 3 ― термоупругая пластина без покрытия 

 

 На рис. 3.3.2 проиллюстрирована эффективность покрытий с физико-

механическими характеристиками (3.3.1), (3.3.2). Из рис. 3.3.2,а видно, что во 

всей первой половине исследуемого интервала волновых чисел 105   

наличие у пластины покрытия со свойствами (3.3.1) приводит к некоторому 

увеличению интенсивности звукоотражения I, а во второй половине этого ин-

тервала, за исключением его небольшого начального участка, с помощью неод-

нородного покрытия можно заметно уменьшить значение величины I. Рис. 

 (3.3.2) 
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3.3.2,б показывает, что наличие у пластины покрытия со свойствами (3.3.2) поз-

воляет существенно снизить интенсивность звукоотражения во всем рассмат-

риваемом интервале углов падения  3020  . Кроме того, из рис. 3.3.2 сле-

дует, что в исследуемом интервале волновых чисел однородное термоупругое 

покрытие пластины оказывается неэффективным, а в заданном интервале углов 

падения ‒ малоэффективным.   

 3.3.2. Моделирование покрытия цилиндра 

 Постановка и решение задачи. На основе полученного в п. 2.6.1 решения 

прямой задачи, определим законы неоднородности покрытия термоупругого 

цилиндра, для которых будем иметь наименьшее рассеяние звука при фиксиро-

ванном угле наблюдения   в заданном диапазоне частот, соответствую-

щем интервалу волновых чисел 21  , а также в заданном угловом сек-

торе наблюдения 21   при фиксированной частоте, соответствующей 

волновому размеру цилиндра  .  

 Решение этой обратной задачи найдено методом, предложенным в разделе 

3.1, где полагалось, что 01 rk  ‒ волновой размер непокрытого цилиндра, 

угол   заменялся углом наблюдения  , а физико-механические 

характеристики материала тела (3.1.1) отождествлялись с соответствующими 

физико-механическими характеристиками материала покрытия. При этом в 

(3.1.1) переменная  , изменяющаяся на отрезке  ba, , заменялась переменной 

 10 ,rrr . Физико-механические характеристики материала цилиндра полага-

лись известными. Подынтегральная функция в (3.1.3), (3.1.4) определялась вы-

ражением    2,,  FI , где  ,F  имеет вид (2.6.25). 

 Результаты расчетов. При численной реализации метода расчеты прово-

дились для находящегося в воде алюминиевого цилиндра радиусом 10 r  м, 

оснащенного  покрытием на основе поливинилбутираля, имеющим толщину 0.1 

м. Рассматривался случай, когда плоская звуковая волна с единичной амплиту-
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дой падает на цилиндрическое тело в направлении оси абсцисс 

 0,2 00  . При расчетах полагали, что неоднородность термоупругого 

материала покрытия проявляется в изменении плотности и модулей упругости. 

Для этих механических параметров рассматривался набор допустимых зависи-

мостей, рассчитанных при 5.0  qqq hhh  (q = 0,1,2) и показанных на рис. 

3.3.3. 

 

Рис. 3.3.3. Область   и допустимые функции  z ,  z ,  z  

 В первой строке табл. 3.3.2 приведены значения оптимальных коэффици-

ентов  q , 
 q ,  q  (q = 0,1,2), обеспечивающих наименьшее обратное 

(  ) рассеяние звука цилиндром с покрытием в частотном диапазоне, кото-

рый определялся изменением волнового размера цилиндра в интервале 

1211  . В этом диапазоне частот минимальному значению 1 , найденному 

при 63M  и равному 0.728, соответствует термоупругое покрытие, неодно-

родность которого задается зависимостями: 

    rr 105.91070  ,    29 1002155.116109.3 rrr  , 

    28 2004205.219108.9 rrr  , (3.3.3) 

   4103.2  rT ,   2.0 rT ,   6102.1  rc . 
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 Заметим, что оптимальные законы неоднородности покрытия цилиндра 

для разных частотных диапазонов могут существенно различаться. Такой слу-

чай показан в работе [205].  

Таблица 3.3.2 

Оптимальные наборы коэффициентов 

 
 0   1   2   0   1   2   0   1   2  m  

−9.5 10 0 116.5 −215 100 −219.5 420 −200 0.728  1m  

11.5 −10 0 1 0 0 1 0 0 0.545  2m  

 Результаты расчетов, приведенные во второй строке табл. 3.3.2, получены 

для случая фиксированной частоты, которой соответствует волновое число 

8.11 . При этом угол наблюдения изменялся в интервале  43 . В 

этой освещенной зоне наименьшее рассеяние звука со значением 545.02   до-

стигается с помощью неоднородного по плотности покрытия: 

   rr 105.111070  ,   9109.3  r ,    8108.9  r ,   

   4103.2  rT ,   2.0 rT ,   6102.1  rc . 

 Для сравнения были рассчитаны значения 259.11  , 733.02   для термо-

упругого цилиндра без покрытия. Эти значения показывают, что в рассматри-

ваемых диапазоне частот и секторе углов наблюдения покрытия, законы неод-

нородности которых имеют вид (3.3.3), (3.3.4), позволяют уменьшить среднее 

значение интенсивности рассеяния звука цилиндром на 42 и 26 процентов соот-

ветственно. 

 Рис. 3.3.4 иллюстрирует эффективность покрытий с найденными опти-

мальными звукоотражающими свойствами. Из рис. 3.3.4,а видно, что наличие у 

цилиндра покрытия со свойствами (3.3.3) приводит к уменьшению интенсивно-

сти звукоотражения во всем исследуемом частотном диапазоне. Рис. 3.3.4,б по-

казывает, что с помощью покрытия со свойствами (3.3.4) можно добиться сни-

жения рассеянного акустического поля в рассматриваемом угловом секторе, за 

исключением углов вблизи 
140 . 

 (3.3.4) 
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Рис. 3.3.4. Зависимость интенсивности рассеяния звука от волнового размера цилиндра (а) и 

полярного угла (б): 1 ― термоупругий цилиндр без покрытия, 2 — термоупругий цилиндр, 

оснащенный неоднородным термоупругим покрытием с оптимальными звукоотражающими 

свойствами; стрелка ― направление распространения падающей плоской волны  

 Отметим также, что на основе полученного в разделе 2.8 решения прямой 

задачи дифракции цилиндрической звуковой волны на однородном термоупру-

гом цилиндре, имеющем непрерывно-слоистое неоднородное термоупругое по-

крытие и находящемся  в безграничном пространстве, предложенным в разделе 

3.1 методом моделировались неоднородные по плотности термоупругие покры-

тия, обеспечивающие наименьшее рассеяние звука в частотном диапазоне 

95.8   при   и в секторе углов наблюдения  43  при 11 . 

При расчетах полагали, что на граничащий с водой стальной цилиндр радиусом 

1 м с покрытием из материала на основе поливинилбутираля толщиной 0.1 м 

падает звуковая волна с единичной амплитудой, излучаемая линейным источ-

ником, ось которого имеет координаты 20 2.1 rr  , 0 . Рассматривался 

набор допустимых функций  r  показанный на рис. 3.2.2. Поскольку данный 

набор состоит из восьмидесяти пяти функций, то минимизация функционалов 

1 , 2  осуществлялась последовательным перебором этих функций.  

 Расчеты показали, что минимальные значения 082.01 I , 045.02 I  до-

стигаются с помощью термоупругих покрытий с плотностью 

)505.10275.(531070=)( 2rrr   и )505.10757(1070=)( 2rrr   
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соответственно. Рассчитанные для термоупругого цилиндра без покрытия зна-

чения 096.01 I , 066.02 I  показывают, что в заданных диапазоне частот и 

угловом секторе неоднородное термоупругое покрытие с оптимальными 

звукооотражающими свойствами уменьшает среднее значение интенсивности 

рассеяния звука на 15 и 32 процента соответственно. 

 3.3.3. Моделирование покрытия шара 

 Постановка и решение задачи. На основе полученного в п. 2.7.1 решения 

прямой дифракционной задачи, определим законы неоднородности покрытия 

термоупругого шара, для которых будем иметь наименьшее рассеяние звука в 

заданном диапазоне частот ( 21  ) при фиксированном угле наблюдения 

  и в заданном секторе углов наблюдения 21   при фиксированной 

частоте (  ).  

 Решение этой обратной задачи найдено методом, предложенным в разделе 

3.1, где полагалось, что 01 rk  ‒ волновой размер непокрытого шара, угол   

заменялся углом наблюдения  , а физико-механические характеристики 

материала тела (3.1.1) отождествлялись с соответствующими физико-

механическими характеристиками материала покрытия. При этом в (3.1.1) пе-

ременная  , изменяющаяся на отрезке  ba, , заменялась переменной  10 ,rrr . 

Физико-механические характеристики материала шара полагались известными. 

Подынтегральная функция в (3.1.3), (3.1.4) определялась выражением 

   2,,  FI , где  ,F  имеет вид (2.7.21). 

 Результаты расчетов. При численной реализации метода рассчитаны оп-

тимальные механические параметры темоупругого материала покрытия. В рас-

четах полагали, что плоская звуковая волна с единичной амплитудой падает на 

погруженный в воду алюминиевый шар радиусом 10 r  м, оснащенный покры-

тием толщиной 0.1 м из материала на основе поливинилбутираля. 
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 В табл. 3.3.3 представлены результаты расчетов, которые получены при 

допустимых зависимостях, изображенных на рис. 3.3.3.  

Таблица 3.3.3 

Оптимальные наборы коэффициентов 
 

 0   1   2   0   1   2   0   1   2  m  

−9.5 10 0 116.5 −215 100 441.5 −840 400 0.866 (m = 1) 

−114.5 215 −100 116.5 −215 100 441.5 −840 400 0.387 (m = 2) 

 Первая строка табл. 3.3.3 соответствует случаю минимизации рассеянного 

шаром с покрытием акустического поля в частотном диапазоне 5.125.11   

при  , а вторая строка ‒ в угловом секторе  2  при 12 . Из 

таблицы следует, что в заданном диапазоне частот наименьшее среднее значе-

ние интенсивности звукоотражения равное 0.866 (найденное при 63M )  до-

стигается при следующем законе неоднородности термоупругого покрытия: 

    rr 105.91070  ,    29 1002155.116109.3 rrr  , 

    28 4008405.441108.9 rrr  , (3.3.5) 

   4103.2  rT ,   2.0 rT ,   6102.1  rc , 

В указанном секторе углов наблюдения минимальное среднее значение интен-

сивности рассеяния звука равное 0.387 получено для шара с покрытием, имею-

щим физико-механические характеристики, отличающиеся от характеристик 

(3.3.5) только законом изменения плотности: 

    21002155.1141070 rrr  ,    29 1002155.116109.3 rrr  , 

    28 4008405.441108.9 rrr  ,   (3.3.6) 

   4103.2  rT ,   2.0 rT ,   6102.1  rc . 

 Покрытия с оптимальными законами неоднородности (3.3.5), (3.3.6) при-

водят к уменьшению значений 973.11  , 821.02  , рассчитанных для термо-
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упругого шара без покрытия, более чем на 50 процентов. Иллюстрация эффек-

тивности данных покрытий показана на рис. 3.3.5. 

                                    а                                                             б 

 

Рис. 3.3.5. Зависимость интенсивности рассеяния звука от волнового размера шара (а) и по-

лярного угла (б): 1 ― термоупругий шар без покрытия, 2 — термоупругий шар, оснащенный 

неоднородным термоупругим покрытием с оптимальными звукоотражающими свойствами; 

стрелка ― направление распространения падающей плоской волны 

 В табл. 3.3.4 приведены значения для коэффициентов оптимальных зако-

нов неоднородности термоупругого покрытия шара и соответствующие им ми-

нимальные значения величин 1 , 2 , рассчитанные при допустимых зависимо-

стях, показанных на рис. 3.2.2. Первая строка данной таблицы соответствует 

расчетам в частотном диапазоне 1514   при  , а вторая строка ‒ в уг-

ловом секторе  2  при 5.14 . 

Таблица 3.3.4 

Оптимальные наборы коэффициентов 
 

m  0   1   2   0   1   2   0   1   2  m  

1 11.5 ‒10 0 116.5 −215 100 441.5 −840 400 0.338  

2 48 ‒97.5 50 ‒62 112.5 ‒50 105.75 −205 100 0.331  

 Сравнение приведенных в табл. 3.3.4 значений 1 , 2  со значениями 

588.11  , 694.02  , рассчитанными для непокрытого шара, снова показывает 

возможность значительного (на 76% в частотном диапазоне и 52% в угловом 

секторе) снижения интенсивности рассеяния звука термоупругим шаром с по-
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мощью неоднородного термоупругого покрытия с оптимальными звукоотра-

жающими свойствами. 

  Из рис. 2.7.2 ‒ 2.7.5, приведенных в п. 2.7.1 следует, в частности, что в 

диапазоне частот 109   наличие у алюминиевого шара покрытия (как од-

нородного, так и неоднородного) из поливинилбутираля приводит к суще-

ственному увеличению среднего значения интенсивности отраженного акусти-

ческого поля. Причем это увеличение характерно для всех четырех 

рассматриваемых в п. 2.7.1 видов неоднородности покрытия. В связи с этим 

представляет интерес математическое моделирование для этого шара покрытия 

с оптимальными звукоотражающими свойствами, которое бы способствовало 

уменьшению в интервале 109   значения величины 1  по сравнению со 

значением этой величины, рассчитанной для шара без покрытия.  

 Ряд проведенных вычислительных экспериментов с покрытием из матери-

ала на основе поливинилбутираля не позволили осуществить такое моделиро-

вание. Поэтому было рассмотрено покрытие на основе другого полимерного 

материала – полиамида [160, 171] (см. табл. 3.3.5), причем неоднородное только 

по плотности. Набор допустимых зависимостей  r , для которых осуществ-

лялся поиск минимума функционала 1 , приведен на рис. 3.2.2. Минимизация 

функционала 1  проводилась последовательным перебором этих зависимостей. 

Таблица 3.3.5 

Физико-механические характеристики полиамида 

 

~ , кг/м
3

 
~

, Н/м
2

 ~ , Н/м
2

 T
~ , 1/K T

~
, Вт/(м K) c~ , Дж/(м

3 K) 

1140 910695.7   910918.2   5100.8   28.0  6106.1   

      

   Расчеты показали, что в интервале 109   термоупругое полиамидное 

покрытие с оптимальным законом изменения плотности 

   21002005.981140 rrr   позволяет на 31% уменьшить значение 

889.11  , рассчитанное для термоупругого алюминиевого шара без покрытия. 
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 Следует отметить, что в работе [206] для упругого непрерывно-слоистого 

покрытия шара найдены обеспечивающие наименьшее рассеяние звука опти-

мальные законы неоднородности, которые описаны многочленами третьей сте-

пени. При этом для минимизации функционалов 1 , 2  использовался генети-

ческий алгоритм.   
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 В диссертационной работе получила развитие теория дифракции звуковых 

волн. Получен ряд новых результатов, краткое содержание которых излагается 

ниже. 

1. Построена математическая модель дифракции гармонических звуковых 

волн на неоднородных термоупругих телах, граничащих с теплопроводными 

жидкостями. 

2. Предложен аналитико-численный метод решения прямых задач дифрак-

ции звука на неоднородных термоупругих телах. Метод заключается в анали-

тическом описании волновых полей во внешней области в виде разложений по 

базисным решениям уравнения Гельмгольца и в построении краевой задачи для 

системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений для опреде-

ления волнового поля в неоднородном термоупругом теле. 

3. Получены решения прямых задач о рассеянии гармонических звуковых 

волн (плоских, цилиндрических, сферических) непрерывно-неоднородными по 

толщине термоупругими слоями разной геометрической формы (плоской, ци-

линдрической, сферической). Выявлено существенное совместное влияние не-

однородности и термоупругости материала тел на рассеяние звука. Обнаруже-

ны характерные черты этого влияния, которые являются следствием 

особенности рассматриваемых материалов. Показано, что характер дифракции 

цилиндрических и сферических волн отличается от характера дифракции плос-

кой волны. Это отличие становится более выраженным при приближении ис-

точника к рассеивателю. 

4. Решены прямые задачи дифракции плоских звуковых волн на однород-

ных термоупругих телах (плоском слое, цилиндре, шаре) с непрерывно- или 

дискретно-слоистыми термоупругими покрытиями в безграничном простран-

стве и в плоском волноводе. Показана возможность изменения звукоотражаю-

щих свойств тел, как в свободном пространстве, так и вблизи плоских границ с 
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помощью неоднородных покрытий. Осуществлено математическое моделиро-

вание непрерывно-слоистых термоупругих покрытий покрытиями, состоящими 

из системы однородных термоупругих слоев. 

5. Предложен метод решения обратных дифракционных задач об определе-

нии законов неоднородности термоупругих тел с требуемыми звукоотражаю-

щими свойствами. Он заключается в построении и минимизации функциона-

лов, выражающих осредненную интенсивность рассеянного звукового поля. 

Метод использует исключительно решения прямых дифракционных задач и не 

требует экспериментальных замеров акустических откликов. 

6. Получены решения обратных дифракционных задач для непрерывно-

слоистых термоупругих тел плоской, цилиндрической и сферической формы и 

для однородных термоупругих тел (пластины, цилиндра, шара) с непрерывно-

слоистыми покрытиями. Для достижения требуемого звукоотражения тел в за-

данном диапазоне частот и угловом секторе осуществлено математическое мо-

делирование неоднородных термоупругих покрытий. Найдены функциональ-

ные зависимости для физико-механических характеристик материала 

термоупругих слоев, обеспечивающие минимальное рассеяние звука. 
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